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TECHNICKA MECHANIKA STATIKA

1  ZAKLADNE POJMY, PRINCIPY A AXIOMY STATIKY
1.1 ZAKLADNE POJMY
1.1.1 Tuhé teleso

- rozumie sa dokonale tuhé teleso — teleso, utvar, v ktorom sa pri pohybe vzajomna vzdialenost’
dvoch l'ubovolnych bodov nemeni.

1.1.2 Hmotny bod

- hmotny utvar, ktorého rozmery mozno zanedbat’. V statike rozumieme bod telesa, v ktorom
si predstavujeme sustredent hmotu celého telesa.

1.1.3 Silaa moment sily

Sila je zékladnou mierou U¢inku dvoch objektov. Sila je vektorova veli¢ina. Sila je vektor
viazany K priamke.

a) b)
Obrazok 1.1
e Sila v priestore (obr. 1.1a) je jednozna¢ne urCena 6 parametrami: posobiskom A(X, Y, Z) —

3 parametre, velkostou F — 1 parameter, polohou f a orientaciou — uhlami a,, B, () — 2 nezavislé
parametre, ked’Ze uhly su navzdjom viazané vztahom

cos? o +cos? B+c0s’ y =1

e Silavrovine (obr. 1.1b) je jednoznac¢ne urcena 4 parametrami: A(X, Y), F, a (), pretoze
a+ﬂ:%, cos’ a+cos” B=1

Sila ma ucinok:

e posuvny — rovnaky na vSetky body objektu, na ktory sila posobi — rovny velkosti sily,

e otacavy, ktory je iny na kazdy bod objektu. Vel'kost’ otacavého ucinku je zavisla na kolmej
vzdialenosti bodu od nositel’ky sily a je uréend momentom sily k danému bodu.



Moment sily - je vektor definovany ako vektorovy sugin M =7 xF . Absolitna velkost
momentu sily k 'ubovol'nému bodu napr. A sa rovna stucinu sily a ramena sily — jej kolmej
vzdialenosti od tohto bodu (obr. 1.2).
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M=rFsina=pF
Obrazok 1.2
Orientacia vektora momentu sily je dand zmyslom ot4cania sily F vzhladom k bodu A. Moment
sily je kladny, ak sa otacanie deje proti zmyslu otacania hodinovych ruciciek.

Vektor momentu sa znazorni ako vektor kolmy na rovinu otacania. Orientacia vektora sa urci
podla pravidla pravej ruky (prsty pravej ruky ukazuju zmysel otacania, palec pravej ruky

ukazuje smer a zmysel vektora M) (obr. 1.3).
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Obrazok 1.3

Silova dvojica (moment) - dve sily navzajom rovnobeZné, rovnako vel’ké, opacne orientované,
neleziace na jednej nositel’ke. Silova dvojica nema posuvny ucinok, mé len uc¢inok otacavy,
rovny stéinu jednej zo sil a kolmej vzdialenosti medzi silami. Uginok silovej dvojice je dany
jej momentom (obr. 1.4)

M = pF.

Vektor momentu silovej dvojice M je vektor volny, t.j. mdézeme ho v priestore T'ubovolne
posuvat’ a je kolmy na rovinu pdsobenia silovej dvojice.

Obrazok 1.4



1.1.4 Jednotky sily a momentu

Hlavnou jednotkou pre silu je 1 Newton [ N ]. Je to sila, ktora udeli hmotnosti 1 kg zrychlenie
1m.s?, teda

1N =1kg.m.s?2
Hlavnou jednotkou momentu je 1 N.m [ N.m ].

1.1.5 Silové sustavy

Dve a viac sil pdsobiacich na jeden objekt tvori silovu sustavu.

e Ak silovu sustavu mozno nahradit’ jedinou silou R, nazyva sa tato sila vyslednicou danej

silovej sustavy. Silova stistava ma potom posuvny tic¢inok v smere nositel’ky vyslednice R (obr.
1.5).
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Obrazok 1.5

e Ak silovii sustavu mozno nahradit’ jedingm momentom M., je to tzv. vysledny moment
danej silovej sustavy. Silova stistava ma potom otdcavy ucinok v rovine kolmej na moment
M, (obr. 1.6).
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Obrazok 1.6
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Obrazok 1.7



e Vo vSeobecnosti ma silova sustava Gi¢inok posuvny aj otacavy.

e Silova sustava je Vrovnovihe, ak vysledny posuvny a otdavy ucinok je nulovy.
NajjednoduchSou rovnovaznou silovou stistavou su dve sily na jednej nositel’ke rovnako vel'ké,
opacne orientované (obr. 1.7).

1.1.6 Rozdelenie sil podl’a posobenia

Sily delime na:

e vonkajsie (obr. 1.8a), vyjadrujice ucinok okolitych utvarov na vySetrovany objekt. Su to
sily zatazujiice — primarne (F ) a vizbové reakcie — sekundarne (A ), zavislé od zatazujiicich
sil,

e vnutorné (obr. 1.8b), vyjadrujice ucinok jednej Casti telesa (sustavy) na druht ( Nl, Nl')
Vnutorné sily st sposobené vonkajsimi silami.
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Obrazok 1.8

1.1.7 Rozklad sily, zlozky sily

SiluF v danom bode v rovine méZzeme jednoznaéne rozlozit' do dvoch zloziek F , |?2 . Ak je
dandsila F a smery nositeliek jej zloziek (dané uhlami a, ), mdZeme uréit’ velkosti jej zloziek
F1, F2 (obr. 1.9). Ak je sila F vyslednicousilF, a F,, potom

F=R+F,

A J'_l

Obrazok 1.9



V priestore je mozné silu jednoznacne rozlozit do jej troch nekomplanarnych zloziek
(obr. 1.10a)
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Obrazok 1.10

FoRE
Py,
F=FR+F+F

Ak su zlozky sily navzajom kolmé, moézeme do ich smerov umiestnit’ suradnicové osi.
Oznaéime ich F,, Ify, F, a nazveme pravouhlymi zloZkami danej sily (obr. 1.10b).

F =F-i=Fcosa
F, = F.-j=Fcosp i,j.k -jednotkové vektory
F,=F -k=Fcosy

E)(:in_
F,=Fi
F, = F,k

Vysledna sila je potom vyjadrena vztahom
F=FRi+F j+Fk.
Ak pozname velkosti zloziek sily, jej vel'kost’ bude

F=F?+F +F/.



a jej smer uréime uhlami &, f3, (7 )

cosar = & cosﬂ—Fy cosy ==
F “F " F

1.1.8 Varignonova — momentova veta

Moment sily k danému bodu sa rovna si¢tu momentov jej zloziek k tomu istému bodu. Podl'a
obr. 1.11 momentsily F k bodu 0 je

MOIFXIE. 'Ifl_|.

Pretoze | F,
F=F+F +F,
M, =rx(F,+F,+F,)

<
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je xlf)(+r><lfy+Fxle

M orx + M ory + M oF;
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Obrazok 1.11

1.2 ZAKLADNE PRINCIPY A AXIOMY STATIKY

Axioma je zakladnd poucka, ktora sa prijima bez dokazov. Vychddza obycajne
Z experimentalnych skisenosti.

Klasickd mechanika je postavena na troch zdkladnych Newtonovych zakonoch:

e Zakon zotrvacnosti (1. Newtonov zakon)
e Zdkon sily (2. Newtonov zakon)
e Zdkon akcie a reakcie (3. Newtonov zakon)

Statika sa opiera o tieto zékladné axiomy:
1.2.1 Axiéma zotrvaé¢nosti (1. Newtonov zakon)

Teleso, ktoré je v relativnom pokoji alebo v rovnomernom priamociarom pohybe, ostava
Vv tomto stave, pokym nail nepdsobi zZiadna vonkajSia sila, alebo ak nan pdsobi rovnovazna
silova ststava.

1.2.2 Axioma akcie a reakcie (3. Newtonov zakon)

KaZzdej akcii odpoveda rovnako velka, opacne orientovana reakcia. To znamend, Ze ucinok
jedného telesa na druhé je rovnako vel’ky len opacne orientovany, ako uc¢inok druhého telesa
na prvé (obr. 1.12).

Fo+Fy=0
|312:_|le a

Obrazok 1.12



1.2.3 Axioma zachovania uc¢inku

Ucinok danej silovej sustavy sa nezmeni, ak k nej pridime, alebo od nej odoberieme
rovnovaznu silovu sustavu.

1.2.4 Axioma vektorového skladania sil

Vyslednica R dvoch rdznobeznych sil El a F, sarovna ich vektorovému suétu R=F +F, a
prechadza vzdy priese¢nikom ich nositeliek (obr. 1.13)

Obrazok 1.13

RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 1.1: V poéiatku zvolenej suradnicovej sustavy O(x, y) posobi sila Fo velkosti
F =6 kN (obr. 1.1.1). Smer nositel’ky sily F je dany uhlom a = 30°. Rozlozte silu F na
zlozky Fx, Fy, ktorych nositel’ky fx, fy su totozné so stradnicovymi osami X, Y.

y=fy f

=

Obrazok 1.1.1

RieSenie: Pri rozklade sily F, ktora lezi na nositel’ke f na zlozky, nahradime vyslednu silu F
ekvivalentnou sustavou sil Fx, Fy leziacich na nositelkach fy, fy. Ak nositelky fx, f, st totozné
so stradnicovymi osami X, y, potom sily Fy, F_y su vlastne suradnicovymi zlozkami sily Fv
danej stradnicovej sustave. Pri rieSeni vychadzame zo zékladnej vektorovej podmienky
nahradenia (a), pri¢om rozklad sily F je mozné vykonat’ viacerymi spdsobmi.

F=F+F (@)




Analytické rieSenie:

e Riesenie pomocou kosinusov smerovych uhlov o, f, ktoré zviera nositelka f silyF
s nositel’kami fy, fy (obr. 1.1.2).

y=f A
5 f
B =90°—a =90°-30° = 60° F, o i
4
F, = Fcosa =6c0s30° =5,196kN o ,
F, = Fcos 8 =6c0s60° =3kN —
0 F X = fx

Obrazok 1.1.2

e Druhy spdsob rieSenia vyuziva trigonometrické vztahy platiace pre pravouhly trojuholnik.
Na zéklade obr. 1.1.3 pre velkosti sil F, F,, F, plati

F
cosa=— = F,=Fcosa y=fy
F F f
F, =6c0s30°=5196 kN = ,
y A !
. Fy .
shag=—— = Fy:Fsma
F . o
Fy =6sin 30°=3kN
O Fx XEfX

Obrazok 1.1.3
Grafické rieSenie:

Silu F mozeme nahradit’ ekvivalentnou stistavou sil Fyx, Fy. Ide tu o grafické s¢itanie vektorov
sil vtzv. silovom obrazci. Sila F, ako vyslednica dvoch r6znobeznych sil so spoloénym
posobiskom nanesenych do silového obrazka 'ubovol'nom poradi, je orientovanou useckou
vychadzajucou z pociato¢ného bodu prvej sily a vstupujucou do koncového bodu druhej sily.
Pri samotnom rieSeni vychddzame z obrazku 1.1.4a, v ktorom zakreslime zndmu silu Fa
zname parametre hl'adanych sil. V pripade sil Fx, Fy pozname ich nositel’ky. V tomto obrazku
je dolezité spravne zakreslit’ vektory jednotlivych sil (ich smery). Silovy obrazec (obr. 1.1.4b)
zostrojime nasledovne:

Na rovnobezku s nositel’kou f nanesieme velkost’ sily F vo vhodne zvolenej mierke sil m.
Pociatocnym a koncovym bodom vektora sily F vedieme rovnobezky s nositelkami f, a fy
V 'ubovol'nom poradi. Dostaneme uzavrety trojuholnik, ktoré¢ho odvesny predstavuji velkosti
hl'adanych sil. Orientacia tychto sil je v silovom obrazci opa¢na k orientécii ich vyslednice F.
Odmeranim dizky grafickych obrazov hl'adanych sil a ich porovnanim s mierkou sil dostaneme
skutocné velkosti tychto sil.

N
lcm



T

fx

Obrazok 1.1.4

F =52cm = F,=F,mg =52kN

Fgy=3cm = F, =F,mg=3kN

PRIKLAD 1.2: Dané sa dvessily F;, F, (obr. 1.2.1) velkosti F1 = 300N, F2 = 250N. Nositel’ka
f1 sily IE1 zviera s kladnou poloosouxuhol c1 = 45°, nositel’ka f, sily Ifzuhol o = 180°.
Nahrad’te sily Ifl, IEZ vyslednou silouR a uréte jej pravouhlé stradnicové zlozky. Ulohu rieste

analyticky a graficky.

yA YA

=
>
=

o
_ (04}
K R
f, 1= \/ X X

Obrazok 1.2.1

RieSenie: Pre vyslednicu R vo vSeobecnosti plati:

2
R=YF
i=1

i (a)

Analytické rieSenie:

Velkost vyslednej sily R vypoéitame pomocou zlozkovych rovnic:

2 2
Ry = Z Fix Ry = Z I:iy (b)
i=1 i=1

Velkosti suradnicovych zloziek jednotlivych sil v zvolenej stradnicovej sustave vypocitame
zo vztahov:

10



Fiy =F cosa; = 300% =21213N

Fy =Fysina, = SOOE =212,13N
2

Poznamka: Znamienko minus pred silou F2 znamend, Ze sila je orientovand proti kladnému
zmyslu osi Xx.

Dosadenim do zlozkovych rovnic (b) dostaneme:
Rx=-37,87N , Ry=212,13N

Velkost’ vyslednice R ur¢ime z Pythagorovej vety:

R=JRf+R§:ﬂ—Wﬁﬂ2+ﬂZBZ=m5Mm

Smer a orientaciu vyslednice urcuje smerovy uhol ogr, ktory zviera nositel’ka vyslednice
s kladnou poloosoux, merany od kladnej poloosi x v kladnom zmysle (proti zmyslu otacania
hodinovych ruciciek).

R, -3787

CoSag =—=
R 215,48

=-0175 = a g=100°5

Grafické rieSenie: Pre vyslednu silu R plati vektorova podmienka nahradenia:

R=F +F, (d)
Grafickym vyjadrenim danej vektorovej rovnice je silovy obrazec (obr. 1.2.2), ktory dostaneme

vektorovym s¢itanim sil F;, F,. Sily nanesieme v zvolenej mierke sil mr do silového obrazka

v 'ubovol'nom poradi za sebou. Ich vyslednicou je orientovand usecka vychdadzajica
Z pociatoného bodu prvej sily a vstupujuca do koncového bodu druhej sily. Velkost’ vyslednej
sily uréime odmeranim dlzky jej grafického obrazu a porovnanim s mierkou sil.

Grafickym rozkladom vyslednice R do smerov suradnic X, ydostaneme R, Ry .

Rg =22cm = R-= Rg mg =220N
Ry, =04cm = R, =R, mg =—40N
Ry =2cm = R, =R, mg =200N

Grafickym rozkladom vyslednice R do smerov
suradnic x,y dostaneme R,, R

]

y -

Obrazok 1.2.2

]
Lol
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PRIKLAD 1.3: Uréte moment sily danej suradnicami F (2,4)[N] leziacej v rovine 0,x,y k bodu
A(1,2) [m]. Pdsobiskom danej sily je bod B(4,3) [m] (obr. 1.3.1).

>
X
Obrazok 1.3.1
Silu F vyjadrime v tvare: F=2i+4] [N],
kde vel’kosti suradnicovych zloziek: Fx=2N, Fy=4N.

Polohovy vektor posobiska sily (bodu B) ku vztaznému bodu A:

F=(xg —Xa )i +(Vg —ya) I =(4-2) +(3-2)]=3i +]

Moment sily k bodu A:

M =FxF =(3+])x(2i +4])= —12k -2k =10k

N W =1
I el
o O x|

M | =10[k| =10Nm

Velkost momentu sily F kbodu A je mozné vypoéitat aj pomocou skalarnej rovnice
zostavenej podl'a obr.1.3.2:

Obrazok 1.3.2

I\/lA:MAFX_"MAFy:_Fx ry_"Fy Iy :_Fx(yB_yA)+Fy(XB_XA)

M, =-2(3-2)+4(4-1)=-2+12=10Nm

12



PRIKLAD 1.4: V priestore posobi ststava sil Fi, F2, F3 (obr. 1.4.1). Uréte moment ich
vyslednice k suradnicovym osiam X, Y, z. Sily st dané stradnicovymi zlozkami: Fi(4,4,4)
[N], F2(0,0,3) [N], F3(5,3,3) [N]. Ich posobiska st v bodoch A1 (2,2,2)[m], A2 (3,0,0)[m], Az
(-3,3,2)[m].

Sily a polohové vektory vyjadrime vo vektorovom tvare :

F =4i +4]+4k F, =3k F, =50 +3]+3k
=21 +2]+2k R =3 F=—37 +3]+2k
yA
£y

Az

LB

Obrazok 1.4.1

Podl'a momentovej podmienky vysledny moment danej silovej stistavy k danému bodu je rovny
suctu momentov jednotlivych sil k tomu istému bodu:

Mg =Mg+ Mg, +Mgg = xR +ExF, +ExF
iJ ki okl [T ]k

My=2 2 2/+[3 0 O[+-3 3 2/=3i+10j—24k [Nm]
4 4 4 0 0 3 |5 3 3

Velkosti suradnicovych zloZiek vysledného momentu v osiach X, y, zpotom budu :
Mox = 3Nm | Moy = 10Nm, Moz= -24Nm

Poznamka: Zdaporna hodnota momentovej zlozky Mo, vyjadruje jej opacnu orientdciu voci
kladnému smeru osi 1.

Absolutnu hodnotu velkosti vysledného momentu a jeho smerové uhly vypocitame:

Mo = |M& + M2, + M2 =32 +10? + 242 = 2617 Nm

M M 3
CoSay, = MOX = ), =arccos —2* =arccos ——— =83°25'02"
0 0 y

= [y =arccos = arccos 107 =67°32'06"
0 0 )

Cos Sy =

CoSyy = '\I\/IAOZ = y\u = arccos % = arccos Al? = 23°29'49"
0 0 ’

13



2 POHYBLIVOST A VAZBY HMOTNYCH OBJEKTOV
21 VAZBY A VAZBOVE REAKCIE

Silové sustavy posobia vzdy na urcity hmotny objekt (bod, teleso, ststava telies, bodov).
Hmotné objekty mozu byt’ v rovine, alebo v priestore umiestnené volne, t. j. s neobmedzenou
moznost’ou pohybu, alebo su viazané véizbami, ktorymi je moznost’ ich pohybu obmedzena.
V tychto vidzbach vznikaju sily — tzv. véizboveé reakcie.

Vizby, ktorymi sa sustava upeviiuje k nepohyblivému telesu — tzv. ramu, st vonkajSie vdzby a
reakcie, ktoré v nich vznikaju st vonkajsie reakcie (obr. 2.1). Ak mechanicku ststavu (sstavu
telies, bodov) tvori nickol’ko objektov, vizby medzi nimi st vnutorné vizby a reakcie v nich
su vautorné reakcie.

A, B — vonkajsie védzby

C — vnutorna vizba

Obrazok 2.1

Vizby znizuju pohyblivost’ hmotnych objektov, priCom jednotlivé typy vizieb maji moznost’
zabranit’ len ur¢itym pohybom objektov. Potom vézbové reakcie (sekundarne sily) vyvolané
po zatazeni objektov vonkajSimi, zat'azujucimi (primarnymi) silami, mézu posobit’ len v tom
smere, v ktorom je védzba schopna zabranit’ pohybu.

Ak vézba odobera moznost pohybu len na jednu stranu, hovorime o jednostrannej —
unilateralnej vazbe (tiez silovej). Na obr. 2.2a je priklad védzby jednostrannym opretim, na obr.
2.2b priklad vdzby lanom.

! J !
Y :
7 |

i/
!

a) Obrazok 2.2 b)

Ak vézba odobera moznost’ pohybu na obidve strany, ide o viazbu dvojstrannu — bilateralnu
(mutenu). Na obr. 2.3a je priklad vdzby obojstrannym opretim, na obr. 2.3b priklad vdizby

prutom.
|
|
| i I
i

I T
|

|

a) Obrazok 2.3 b)

o
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2.2 STUPNE VOINOSTI POHYBU A VAZBOVA ZAVISLOST HMOTNYCH
OBJEKTOV

Pocet stupriov volnosti pohybu je pocet nezavislych parametrov, ktorymi je jednozna¢ne uréena
poloha objektu v rovine alebo v priestore. Vyjadruje sicasne poc¢et moznych nezavislych
pohybov, ktoré dany objekt moze v rovine, alebo v priestore vykonat'.

Pohyblivost’, resp. nepohyblivost’ (tvarovu urcitost) hmotného objektu posudzujeme pomocou
jeho vdzbovej zavislosti:

i=v—u

kde: i- jepocet stupiiov vol'nosti pohybu viazaného objektu
V - je pocCet stupiiov vol'nosti pohybu volného, t.j. neviazané¢ho objektu
U - je pocet stupiiov vol'nosti pohybu odobratych vizbami

2.2.1 Tvarova a staticka urcitost’

Pri posudeni tvarovej urcitosti, to znamena pohyblivosti, resp. nepohyblivosti hmotného
objektu mdze mat’ vizbova zavislost’ takéto vyjadrenie:

e i=v-u=0, uloha je tvarovo urcita. Vazby odoberaji vol'nému objektu vSetky moznosti
pohybu, jeho poloha je presne vymedzena.

e i=v-—u>0, ulohaje tvarovo neurcitd. Vizby odoberajii menej stupiiov vol'nosti, ako mal
vol'ny objekt. Objekt ma eSte moZznost’ pohybu.

e i=v-u<Q0, uloha je tvarovo preurcend. Viazby odoberaji volnému objektu viac
stupniovvol'nosti, ako mal pred viazanim, jeho poloha je preurcena.

Analyzou statickej urcitosti posudzujeme, ¢i mame k dispozicii dostatocny pocet statickych
podmienok, t.j. podmienok rovnovahy na ur¢enie neznamych parametrov vazbovych reakecii.
Pretoze V=r; U=n,,potom aj i =i, mdzme naraz posudit’ tvarovu aj staticku urcitost’ Gilohy:

> uloha tvarovo neurcitd, staticky preuréena
i=ig=v-u=r-n,=0 < uloha tvarovo a staticky urcita

< uloha tvarovo preurcend, staticky neurcita

kde s je stupen statickej ur¢itosti
I je pocet nezavislych podmienok rovnovahy
Np je pocet neznamych parametrov viazbovych reakcii

Staticky neurciti ulohu nemdzeme rieSit iba metdodami statiky. Takéto ulohy rieSime
V pruznosti a pevnosti, ktora urcuje d’alSie, tzv. deformacné podmienky.
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2.3 HMOTNY BOD V ROVINE
2.3.1 Stupne volnosti a vizbova zavislost’ hmotného bodu v rovine

Polohu voI'ného hmotného bodu M v rovine, uréenej suradnicovou sustavou 0(X, y) (obr. 2.4)
uréuju dva nezavislé parametre Xm, ym. Hmotny bod ma dva stupne vol'nosti pohybu (v = 2),
t. j. v rovine mdze vykonavat’ dva nezavislé pohyby (posuvny pohyb Vv smere osi X ay) a jeho
vizbova zavislost’ je

>
i=v-u=2-u=0

u=1;1=1
y n
yA v=2
M
X M = f(x
_______ “_"______? y =1(x)
|
|
|
™
|
|
| > >
0 X 0 X
Obrazok 2.4 Obrazok 2.5

2.3.2 Vizby hmotného bodu v rovine

e Hmotny bod v rovine viazany ku krivke y = f(x) ma moznost’ pohybu len po doty¢nici k tejto
krivke (obr. 2.5). V smere normaly ma odobratii moznost’ pohybu, preto aj mozna reakcia vazby
pri zatazeni hmotného bodu je normalova reakcia. Poloha bodu je jednoznacne urcend jednym

udajom, napr. suradnicou Xm; [ ym = f(Xm)], preto bod viazany k rovinnej krivke ma jeden stupen
vol'nosti pohybu.

u=1, i=2-u=2-1=1

e

A

a) b) c)

Obrazok 2.6
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Obrazok 2.6

Vizba bodu na jednu rovinnt krivku moéze byt realizovana napr. prutom (obr. 2.6a), alebo
drazkou (napr. kamen v kulise na obr. 2.6d ). Tieto vézby st obojstranné (ntitené), moze v nich
vzniknlt’ reakcia na obidve strany (obr. 2.6e, f ). Vizby lanom (obr. 2.6b) a voI'nym opretim
(obr. 2.6¢) odoberajii bodu v rovine tiez jeden stupenn vol'nosti pohybu, ale len na jednu stranu
—ide o vizby jednostranné (silové).

e Bod viazany k dvom krivkam sucasne (obr. 2.7a), ma odobraté 2 stupne vol'nosti pohybu a
nema moznost’ pohybu. Takuto vizbu mézeme realizovat’ napr. dvoma pratmi (obr. 2.7b).

u=2, i=2-u=2-2=0
g 2
_ u=
Y = f2Ax) y1 = fi)
M

>

X

a) Obrazok 2.7 b)

2.3.3 Vynimoc¢né pripady vizieb hmotného bodu v rovine

Na obr. 2.8 a, b, ¢ su uvedené vynimocné pripady vizieb bodu v rovine. Pri zat'azeni silou Fi1
je pohyb bodu mozny, aj ked’ i =2 -2 =0, priCcom v pripade a) ide o pohyb skuto¢ny, v b) a
¢) o pohyb velmi maly, tzv. virtualny. Uloha je jedenkrat tvarovo neuréita.

Pri zataZeni silou F2 v smere osi prutov posobi na bod priamkova silové sustava, pre ktorti
plati len jedna podmienka rovnovahy. V nej vSak mame dve nezname osové sily
Vv prutoch, preto je tloha jedenkrat staticky neurcita.
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a) b) c)
Obrdzok 2.8

24 HMOTNY BOD V PRIESTORE
2.4.1 Stupne volnosti a vizbova zavislost’ hmotného bodu v priestore

Poloha voI'ného hmotného bodu M v priestore je jednoznacne urena 3 parametrami.
V ortogonalnej suradnicovej stustave 0(X,y,z) su to tri suradnice: Xm, Ym, Zm (0br. 2.9). Volny
hmotny bod v priestore ma tri stupne volnosti pohybu Vv = 3, moZe vykondvat’ tri nezdvislé
pohyby (posuv v smere osi X,Y,z) a jeho vdzbova zavislost’ bude

y v=3
>
i=v—u=3-u=0 oM
|
< |
0 :
Ym | S X
PoIm,
| 7
Xm Vs
Z _____________ —
Obrazok 2.9

2.4.2 Vizby hmotného bodu v priestore

e Hmotny bod v priestore moézeme viazat’ k ploche (obr. 2.10a). Napriklad pratom, alebo
lanom ku gulovej ploche (obr. 2.10b), ulozenim na rovinu (obr. 2.10c) a pod. Tym mu
odoberame jeden stupen vol'nosti pohybu v smere normaly k ploche, resp.v smere prita.

u=1, i=3—-u=3-1=2

e Ak viazeme bod v priestore k dvom plocham (obr. 2.11a), odoberame mu tym dva stupne
vol'nosti pohybu. Viazeme ho vlastne k ich priesecnici, t.j. k priestorovej krivke. Realizaciou
tejto vazby je napriklad vizba dvoma prautmi (obr. 2.11b).

u=2, i=3—-u=3-2=1
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0
VA
a) b) C)
Obrazok 2.10
y nz
M
0] X
X
Z
a) b)

Obrazok 2.11

e Viazanim bodu k trom plochdm, ktoré sa v danom bode pretinajli, s mu odobraté vSetky
tri stupne volnosti. Takou je napriklad vdzba troma prutmi, ktoré vsak nesmu lezat’ v jednej
rovine. Musia tvorit tzv. ,, kozlik™ (obr. 2.12a).

u=3, i=3—u=3-3=0
y M
7 3
7
2
i X
yA %ﬁ 7
a) b)

Obrazok 2.12
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2.4.3 Vynimoc¢né pripady vizieb hmotného bodu v priestore

V pripade, ak tri praty lezia v jednej rovine (obr. 2.12b), nastava vynimo¢ny pripadviazby. Pri
zatazeni silou Fi, ktora nelezi v rovine prutov, nastane pohyb. Pri zatazeni prutov silou F,
ktora lezi v rovine prutov, je tloha staticky neurcitd. Na bod posobi centralna rovinna silova
ststava s dvoma podmienkami rovnovahy, v ktorych st tri neznadme parametre.

2.5 TELESOYV ROVINE
2.5.1 Stupne vol’nosti a vizbova zavislost’ telesa v rovine

Polohu telesa v rovine 0(X, y) jednozna¢ne uréuju 3 parametre. Mozu to byt’ suradnice bodu
A(Xa, Ya), a uhol ¢ spojnice bodov A a B (obr. 2.13), alebo dve suradnice bodu A a jedna
suradnica bodu B. Druhd suradnica bodu B je dana tym, ze vzdialenost AB je konStantna.

BS

=Y

Obrazok 2.13

Vol'né teleso v rovine ma moZnost’ vykonat’ tri nezavislé pohyby: posuvny pohyb v smere
suradnicovych osi x a y a otocenie okolo 'ubovol'ného bodu, napr. okolo bodu A, alebo B.

Teleso v rovine ma 3 stupne vol'nosti pohybu a jeho vdzbova zavislost’ je urena vzt'ahom

>
i=v—-u=3-u=0.
<

2.5.2 Vizby telesa v rovine

Jednotlivymi vizbami mézeme telesu v rovine odobrat’ jeden, dva, alebo tri stupne volnosti.
V kazdej vizbe moze vzniknut’ vizbova reakcia, ktorej vznik zavisi od typu zatazujucej silovej
sustavy.

Vizby, ktoré ponechavaju telesu urcitu pohyblivost’, sa nazyvaju kinematicke dvojice. Mézu to
byt kinematické dvojice prvej triedy (u = 1) alebo druhej triedy (u = 2).

e VysSia, vSeobecnd, kinematicka dvojica odobera telesu jeden stupeni volnosti (U = 1).

Vo vézbe opretim sa jedno teleso opiera hrotom o povrch druhého telesa, pricom povrchy telies
pokladdme za dokonale hladké. Odobrata moznost’ pohybu, aj mozna reakcia st v spolocnej
normale (obr. 2.14a).

Jeden stupen volnosti pohybu odoberame telesu aj prostrednictvom d’alSieho telesa, tzv.
bindrneho ¢lena. Bindrny clen sliZi ako sprostredkovatel’ vdzby medzi ramom a telesom,
s ktorymi je viazany rotac¢nou, alebo posuvnou vdzbou. Nie je zatazeny Ziadnymi vonkaj$imi
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silami, posobia naii len reakcie telesa a rdmu, ktoré musia lezat’ na spolo¢nej nositel’ke, musia
byt rovnako vel'ké a opacne orientované. Takéto binarne ¢leny, pouzivané ako vézby telesa
K ramu su:

a) posuvné 16zko (obr. 2.14b) — na jednej strane kib, na druhej posuvné vedenie — spolo¢na
nositel’ka musi prechadzat’ cez klb a sucasne byt’ kolma na vedenie. Realizacia vizby mdze byt
jednostrannd, alebo dvojstranna.

b) prit (obr. 2.14c) — na oboch stranach kiby, spoloéna nositelka je v ich spojnici. Vizba je
obojstranna, prut moze byt’ tahany, ale aj tlaéeny (obr. 2.14 d).

u=1, i=3—-u=3-1=2
s
n
T ]
B.
A

— £
A B
a) b) c) d)

Obrazok 2.14

e Nizsie kinematické dvojice (U = 2) odoberaju telesu dva stupne vol'nosti pohybu. Patria k
nim tieto vazby:

a) Rotacnad vizba (kib) (obr. 2.15a) odobera dva posuvy, napr. v smere osi X ay. Nezname st
dva silové parametre, napriklad dve zlozky reakcie, alebo velkost’ a smer reakcie. Vizba
ponechédva telesu moznost otdCania okolo stdleho stredu otdcania A (blizSie vysvetlenie
v kinematike).

b) Posuvnd vizba (posuvné vedenie) (obr. 2.15b) ponechdva moznost posuvu v jednom
smere a odobera moznost’ posuvu v smere nan kolmom a moznost’ otocenia v rovine. Nezname
parametre s velkost’ sily a momentu.

¢) Valiva vizba (obr. 2.15C) je podmienena trenim medzi telesami, odobera moznost’ dvoch
posuvov — V smere normdly a doty¢nice (reakcie Fn a Fr). umoziuje valivy pohyb bez
Smykania, t. j. moZnost’ otocenia telesa okolo tzv. okamzitého stredu otacania.

u=2, i=3—-u=3-2=1
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Obrazok 2.15

e Teleso spojime pevne S inym telesom, napr. s ramom tzv. votknutim (obr. 2.16), ktoré
odobera telesu v rovine vSetky tri stupne vol'nosti pohybu.

u=3, i=3—-u=3-3=0
7 Ma
P Ax
A ; ................................... — ] -
7 A,

Obrazok 2.16
2.5.3 Vynimoc¢né pripady vizieb telesa v rovine

Vynimo¢né (kritick€) pripady vézieb telesa v rovine nastavaju vtedy, ak sa vSetky mozné
reakcie posobia v jednom bode, alebo st rovnobezné (i = 0, t.j. u = 3). Pri zat'azeni silou F1 je
uloha tvarovo neurcita, pri zatazeni silou F> staticky neuréita (obr. 2.17a,b,c,d).

B
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26 TELESOV PRIESTORE

i

N b
9

d)

Obrazok 2.17

2.6.1 Stupne vol’nosti a vizbova zavislost’ telesa v priestore

Polohu telesa v priestore 0(X, Y, z) jednozna¢ne urcuje 6 parametrov. Mozu to byt tri suradnice
bodu A, dve stradnice bodu B a jedna stiradnica bodu C (obr. 2.18). Ostatné stradnice bodov
B a C su viazané stalymi vzdialenostami medzi bodmi. Teda pre teleso v priestore je v = 6.
Volné teleso v priestore ma moznost’ vykonat' Sest nezavislych pohybov: posuvny pohyb
V smere osi X, Yy aZ a otoCenie okolo tychto troch stradnicovych osi. Ma 6 stupiiov vol'nosti
pohybu a jeho vézbova zavislost’ je

YA C
<
i=v=u=b6-u=10 A
> B
9 3
YA
Obrazok 2.18

2.6.2 Vizby telesa v priestore

Podl’a typu vdzby mozeme telesu v priestore jednou vizbou odobrat’ jeden az Sest’ stupniov
vol'nosti pohybu. Na obrdzku 2.19 si znazornené jednotlivé typy vézieb telesa v priestore
s vyznacenymi reakciami, ktoré v nich po zat'azeni telesa mézu vzniknuat’:

e Jeden stupen vol'nosti pohybu (U = 1) odoberaju telesu v priestore véizba posuvnym l6zkom
na guléckach (obr. 2.19c) a vizba priutom.

e Dva stupne volnosti pohybu (u = 2) odobera telesa v priestore vizba posuvnym l6Zkom
na valcéekoch (obr. 2.19d).

e Tri stupne volnosti pohybu (u = 3) odobera telesu v priestore véizba priestorovym kibom
(obr. 2.19b).

e Pit stupiiov volnosti pohybu (U = 5) odobera vizba tzv. valcovym kibom (obr. 2.19¢)

e Pevnym spojenim — votknutim (obr. 2.19a) odoberieme telesu vSetkych Sest’ stupiiov
vol'nosti pohybu (U = 6).
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d) e)
Obrazok 2.19

2.6.3 Vynimo¢né pripady vizieb telesa v priestore

Obrazok 2.20
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Vynimoc¢né pripady vazieb telesa v priestore nastanu, ak vSetky moZné reakcie pretinaju jednu
priamku, alebo s s fiou rovnobezné. Pri zataZeni silou F1 je tloha tvarovo neurcita, pri
zat'azeni silou F2 je uloha staticky neurcita (obr. 2.20a, b).

2.7
Jed

METODIKA RIESENIA ULOH ROVNOVAHY HMOTNYCH OBJEKTOV

nou z najc¢astejsich uloh statiky je urcit’ vizbové reakcie z podmienok rovnovdihy hmotného

objektu.

Postup riesenia:

1.

Na zaklade analyzy vsetkych moznych posuvnych a ota¢avych ucinkov, ktorymi okolité
objekty posobia, resp. mozu pdsobit, na skimany hmotny objekt, ur¢ime typ silovej
stistavy, ktort tieto t¢inky (sily a momenty) tvoria. Podl'a typu silovej ststavy uréime, za
aky typ hmotného objektu budeme pri rieSeni skimany hmotny objekt povazovat’.
NapiSeme vztah vdzbovej zavislosti — posidime tlohu zo stranky tvarovej a statickej
urcitosti.

Ak je uloha rieSitelna (staticky urcitd alebo preurcend), zvolime metddu rieSenia
(Analytické alebo grafické riesenie).

Uvolnime namahany hmotny objekt. To znamena, ze ho nakreslime bez vizieb a zakreslime
vSetky nail posobiace zat'azujuce sily a reakcie odstranenych vézieb.

a) Pri analytickom rieseni predpokladdme 'ubovol'nu orientaciu neznamych sil.

b) Prigrafickom rieseni zakreslime len zname parametre sil, napr. ich nositel’ky. Orientaciu
neznadmych sil nepredpokladame. T4 je vysledkom grafického riesenia.

Zostavime statické podmienky rovnovahy.

a) Pri analytickom rieSeni zvolime vhodnu suradnicovii sustavu asohladom na tuto
sustavu napiSeme podmienky rovnovahy.

b) Pri grafickom rieSeni napiSeme vektorové podmienky rovnovahy silovej ststavy
posobiacej na objekt a rieSime ich znamymi grafickymi metédami.

RieSenim podmienok rovnovéhy dostaneme hl'adané parametre sil.

Pri analytickom rieSeni kladné znamienko vypocitanej sily potvrdzuje, ze predpokladana
orientacia je spravna, zaporné znamienko znac¢i opacnul orientaciu danej sily.

Pri grafickom rieSeni splnenie podmienok rovnovahy ur¢i aj orientaciu hl'adanych sil.

Zhodnotime ziskané vysledky a skontrolujeme spravnost’ riesenia.
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