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1 STATICKA ANALYZA SUSTAV TELIES

V predoslych kapitolach sme rozne realne objekty z hladiska mechaniky skumali ako jeden
hmotny objekt upevneny k ramu (zakladnému telesu) vonkajsimi vizbami. Reélne stroje,
zariadenia a konstrukcie pouzivané na rozne ucely su pri ich detailnejSom skiimani z hl'adiska
mechaniky sustavami telies.

Sustavou telies nazyvame konStrukciu pozostavajucu aspon z dvoch telies okrem ramu.
Jednotlivé telesa stistavy su viazané navzajom medzi sebou, ako aj k ramu. Viézby, ktorymi su
jednotlivé telesa viazané k rdmu sa nazyvaju vonkajsie vizby, vizby medzi telesami ststavy su
vautorné vdzby. Podla typu vzdjomnych vizieb vznikaju ststavy sroznym rozsahom
pohyblivosti a roznym charakterom pohybu jednotlivych telies.

Podrla charakteristickych vlastnosti delime ststavy telies na rovinné a priestorové, nepohyblivé
a pohyblive, tvarovo a staticky urcité a neurcité. V d’alSom texte sa budeme venovat’ rovinnym
stistavam telies, ktorych charakteristickym znakom je rovinné zatazenie pdsobiace v rovine
rovnobeznej s rovinami pohybu jednotlivych telies.

1.1 TVAROVA A STATICKA URCITOST ROVINNYCH SUSTAV TELIES

Tvarovl urcitost’ (pohyblivost) ststavy telies posudzujeme pomocou vdzbovej zavislosti.
Postup je analogicky ako pri ur€ovani pohyblivosti telesa. Vzdjomné spojenie dvoch telies
nazyvame Kinematickou dvojicou. V pripade rovinnych sustav telies rozdel'ujeme kinematické
dvojice podl'a charakteru konStrukcie na rotacné, posuvné a valivé, ktoré odoberaju ststave po
dvoch stupnioch vol'nosti pohybu a vseobecné, ktoré odoberaju sustave jeden stupenn vol'nosti
pohybu.

Nech sa sustava sklada z n' telies, z ktorych jedno sme upravili, t.j. vytvorili sme z neho ram

(zakladové teleso, ktoré povazujeme za relativne nepohyblivé a ku ktorému je vonkajSimi
vizbami upevnena sustava telies ako jeden celok). Pred spojenim maju tieto telesa

v=3(n"-1)=3n

stupfiov volnosti pohybu, kde n=n'—1 je pocet telies bez ramu. Ak sustava okrem ,,n“ telies
obsahuje ,,m*“ hmotnych bodov (st to klby (sty¢niky), v ktorych su spojené pruty), pocet
stupniov volnosti pohybu takejto zmiesanej sustavy pred viazanim je

v=2m+3n (1.1)
Celkovu tvarovii urcitost sustavy posudzujeme podla vztahu vizbovej zavislosti

I =V—U, —U, 1.2)
kde Uy, -je pocet stupniov vol'nosti odobranych vniitornymi vézbami,
U, - je pocet stupniov vol'nosti ubratych vonkajSimi vézbami.

Pri hlbSom rozbore tvarovej uréitosti siistavy posudzujeme okrem celkovej tvarovej urcitosti aj
tvarovii urcitost vautornu a vonkajsiu, pricom mozu nastat’ pripady:
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o Celkovu tvarovu urcitost posudzujeme s ohladom na vonkajsie | vnutorné vizby, kde
vysledny pocet stupiiov vol'nosti pohybu ststavy je dany vzt'ahom (1.2)

> celkove tvarovo neurcita
I, =V-U,—-U,=0 celkove tvarovo ur€ita
< celkove tvarovo preurena

e Pri skiimani vnutornej tvarovej urcitosti berieme do uvahy len vnitorné vizby, t. j. viazby
medzi telesami tvoriacimi ststavu. Urcujeme ju vizbovou zavislost'ou

> zvnutra tvarovo neurcita
Iy =V—U,—Vsy =0 zvnutra tvarovo ur¢ita
< zvnUtra tvarovo preurcend

kde uwn je pocet stupiiov volnosti pohybu odobranych vnutornymi védzbami,
Vst je pocet stuptiov volnosti pohybu sustavy uvazovanej ako jedno tuhé teleso
vzhl'adom na ram. Pre sustavu uvazovanu ako jedno tzv. teleso v rovine je vst = 3.

e Pri posudzovani vonkajsej tvarovej urcitosti berieme do uvahy len vonkajsie viizby, ktorymi
je sustava viazana k ramu a sustavu povazujeme za jedno tuhé teleso (ST - stistavové teleso).
Urcujeme ju podla vizbovej zavislosti

lo = Vo1 = Uy = 0

> zvonku tvarovo neurcita
< zvonku tvarovo urcita

< zvonku tvarovo preurcena

Stustava, ktora je celkove tvarovo urcitd, méze byt vnatorne tvarovo neurcita, napr. k-krat, ale
stcasne musi byt zvonku tvarovo k-krat preurCena. Pozor, opane to neplati, pretoze pri
vonkajSej tvarovej neurcitosti sa sustava moze vzhl'adom na rdm pohybovat’.

V statike nas zaujimaji predovsetkym pripady tvarovo urcitych sustav, t. j. sustav, ktoré maju
schopnost’ v danej polohe prenasat’ silové ucinky. V strojnickej praxi maju osobitny vyznam
pohyblivé, tvarovo neurcité ststavy s urlitym poctom stupniov volnosti pohybu, tzv.
mechanizmy.

1.2 PRINCIP STATICKEHO RIESENIA SUSTAV TELIES

Pri statickom rieSeni sustav telies vychddzame z vety o rovnovahe sil. O silach, ktoré posobia
na sustavu telies (obr. 1.1a) v jej rovnovaznom stave, mézeme konstatovat’ tieto skuto¢nosti:

o Vsetky vonkajsie sily (zat'azujuce aj reakcie) pdsobiace na ststavové teleso, st v rovnovahe
(obr. 1.1b).

e Vsetky vnatorné sily st vzhl'adom na axiéomu akcie a reakcie osobitne v kazdej vizbe
a zaroven vo vsetkych vizbach navzajom vo formalnej rovnovahe (obr. 1.1c).

e Jednotlivé silové ststavy pozostadvajice vzdy zo vSetkych sil posobiacich na kazdé teleso
osobitne, alebo 'ubovol'nu skupinu telies, si v rovnovahe (obr. 1.1d).
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Obrazok 1.1

1.3 ANALYTICKE RIESENIE SUSTAV TELIES

Zakladnou metddou statického rieSenia sustav je metoda uvolniovania. Podstata metddy spociva
v uvolneni jednotlivych ¢lenov ststavy (skupiny €Elenov alebo celej ststavy) a zostavenia
odpovedajucich podmienok rovnovéahy. Ak sa ststava skladd z ,,n* telies bez ramu a ,,m*“
hmotnych bodov, potom pre jej rovnovahu mame k dispozicii ' =3n+2m nezavislych rovnic
rovnovahy, z ktorych pri staticky urcitej ulohe mdézeme vypocitat’ taky isty pocet neznamych
parametrov reakcii a pridavnych sil.

Pre vonkajsie sily pdsobiace na sustavu telies, ako aj pre sily pdsobiace na urciti skupinu telies
sustavy mame k dispozicii i podmienky rovnovahy. Napriklad pre vypocet reakcii
A, Ay, B, By, C,. Cy pouzijeme tri a tri rovnovazne rovnice pre uvolnené telesa 2 a 3 (obr.
1.2b) sustavy telies z obr. 1.2a.

a) b)
Obrazok 1.2
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S ohl'adom na rieSitel'nost’ sustavy telies delime sustavy na jednoduché a zlozite.
o Jednoduché sustavy

a) Prii, =0 sadaju vyriesit postupnym rieSenim rovnovahy jej ¢lenov (obr. 1.3).

— Mg F1
fy 7N
3 CI \(\ > tB N NG
i y
tC32 \ Ax
A
2 é 2 t Ay

Obrazok 1.3

Z rovnovahy telesa 2 uréime Ay, Ay, C32 = Cz3; Z rovnovahy telesa 3 ur¢ime By, By, Mg.

b) Pri i,, =0 sa sustava da vyriesit' najprv ako celok a potom modzeme postupne riesit
rovnovahy jednotlivych jej ¢lenov (obr. 1.4).

Obrazok 1.4

¢) Medzi jednoduché patria aj sGistavy obsahujtce trojkibovy nosnik.

o Zlozité siistavy st také, ktoré sa nedaju priamo riesit a neobsahuju trojkibovy nosnik.
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 1.1: Homogénna gul’a na obrazku 1.1.1 o polomere r =15cm a tiazi G =50 N je
zatazena silou F =100 N. Gul'a sa opiera v mieste A o zvisla stenu a v mieste B 0 homogénny
nosnik CD, dizky | =100 cm. Nosnik je upevneny k ramu kibom C a zvislym pratom DE. Uréte
reakcie vo vsetkych vizbach, ak a = 60°, B =30 °.

Dané: F_, (§,
Hrladané: A,

rl o, p
B, C, N

Obrazok 1.1.1

RieSenie: Ide o sustavu dvoch telies v rovine (gula 2 a nosnik 3). Na gul'u 2 pdsobi centralna
rovinna silova sustava, na nosnik 3 vSeobecna rovinna silova sustava. Pretoze na gul'u pdsobi
CRSS, moézeme ju povazovat’ za hmotny bod v rovine.

Tvarova a staticka urcitost’: Gul'a je viazana k ramu vonkajSou vézbou opretim v bode A,
nosnik vonkaj$im klbom v bode C a pratom 4 v bode D. Gul'a a nosnik sa o seba navzajom
opieraji v bode B. Su teda spojené vnttornou vézbou opretim.

i, =v—u=(2m+3n)—(u,, +U,)=(2-1+3-1)— (2. +1, +15+15)=0
iy =V—Uy,, —Ver =(2M+3n)—u,, —Ver =(2-1+3-1)-15 -3¢, =1
o =Vst —Uyg :3_(2c +1A+1D):_1

Sustava telies je celkovo tvarovo i staticky urcita, ale zvnutra je raz tvarovo neurcita a zvonku
raz tvarovo preurcend. RieSenie ulohy preto nie je mozné zjednodusit’ vypoctom reakcii vo
vonkajSich vdzbach z podmienok rovnovahy sustavy telies ako celku (ststavového telesa).
Ulohu budeme riesit’ postupnym uvoltiovanim a analyzou podmienok rovnovahy jednotlivych
Clenov sustavy telies.

Analytické rieSenie: Nakreslime obrazky uvolnenia osobitne pre gulu, ako hmotny bod
v rovine (obr. 1.1.2) a pre nosnik, ako teleso v rovine (obr. 1.1.3). Zvolime vhodné stiradnicové
sustavy. Pre kazdy uvol'neny hmotny objekt napiSeme potrebny pocet podmienok rovnovahy.
Pri nahradeni reakénych ucinkov vo vnmutornej vizbe v bode B zakreslime reakénu silu
S opacnymi orientdciami k obidvom hmotnym objektom.
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a) Gula 2:

> F,=0: A—Fsin f—Bcosa =0 (a)

> F, =0 —G-FcosB+Bsina=0 (b)

b) Nosnik 3:

> Fy=0: C,+Bcosa=0 (c)
> F,=0: C,—Bsina+N=0 (d)
> Mijc=0: —Bxg+Nsinal=0 (e)

kde vzdialenost’ Xgvyjadrime:

g r
2 X a Obrazok 1.1.3

Riesenim tychto rovnic dostavame velkosti reakcii A, B, N, Cy, Cyatedaaj C = 1/Cf + C§ .

PRIKLAD 1.2: Sustava telies je podla obrazku 1.2.1 zataZena silou F . Vypo¢itajte reakcie
vo vSetkych vdzbach, ak je dané: F =6kN,a=15m,b=25m, a = 60°.

Dané: F, a, b, a a b

Hradané: A, B, C, N4

Obrazok 1.2.1

RieSenie: Sustavu telies je tvorena okrem ramu 1 ¢lenmi 2, 3, 4. Na zaklade rozboru sil
posobiacich na jednotlivé Cleny sustavy boli ¢leny 2 a 3 posudené ako telesa v rovine (AC, CB).
Na kazdé posobi VRSS. Clen 4 (KL) tu plni funkciu vnutornej vizby pratom. Sustavové teleso
(sustava ako celok) je zatazena silouF .

Tvarova a staticka uréitost’: Sustava telies je viazana k ramu vonkaj§imi vizbami: kibom

v bode A a posuvnym 16zkom v bode B. Cleny sustavy st spojené vnitornymi vizbami, pratom
KL a klbom v bode C.
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i, =v-u :(2m+3n)—(uvn +uvo)=3-2—(2A +1g +2¢ +1KL):0

iy =V—Uyp —Vs7 =(2M+3n)-U,, Vs =3-2-2¢ 1 35 =0

i, =3-U, =3-(2,+15)=0

Sustava telies je celkovo, zvnitra i zvonku tvarovo a staticky uréita. Ulohu mozeme zadat riesit’
Z podmienok rovnovahy sustavy sil posobiacej na sustavu telies ako celok, na tzv. sistavové
teleso. Velkosti reakcii vo vnutornych vézbach najdeme z podmienok rovnovahy jednotlivych
uvol'nenych telies v rovine.

Analytické rieSenie: Nakreslime obrazky uvolnenia osobitne pre sustavu ako celok a tiez pre
jednotlivé telesd. Zvolime vhodné stiradnicové sustavy. Pre kazdy uvolneny hmotny objekt
napiSeme potrebny pocet podmienok rovnovahy. Pri nahrddzani reakénych ucinkov vo
vnutornych vizbach zakreslime k obidvom hmotnym objektom reakéné sily s navzdjom
opa¢nymi orientaciami.

Pre vlastné rieSenie vyuzijeme iba Sest’ podmienok rovnovahy a to tri pre sustavové teleso a tri
pre jedno z telies 2, alebo 3. Zostavajuce tri rovnice mozu slazit’ na kontrolu spravnosti vypoctu.

a ) Siustavové teleso:

A VT:_\)

A F X
o
|B
Obrazok 1.2.2
> Fyx=0: A —Fcosa=0 (@)
> Fy=0: A —Fsina+B=0 (b)
> Mju=0: B2@a+b)-Fcosa b—Fsina (2a+b)=0 (c)
b) Teleso 2:
> Fy=00 A +C,+N,cos =0 (d)
D Fy=0. A/ +C,—N,sin 5=0 (e)
D Mic =0 Nysin Bb-A, (a+h)=0 (
kde uhol B vypocitame zo vztahu: tgps = b =1 A “ ' C
b X X

1N

Obrdzok 1.2 3



TECHNICKA MECHANIKA STATIKA

c) Teleso 3:

y
. N
ZFiX:o; -C,—N,cos B—Fcosa=0 (9) BaE—

> F,=0: B+N,sin B—Fsina-C,=0 (h)

> M =0: B(a+b)+C, b—Fsina a=0 (i)

?E
Q

B
Obrazok 1.2.4 |

Velkost’ a smer vyslednych reakcii v bodoch A a C vypocitame:

A= A2+ A2, c=,ci+C’, ()

A C
COSa =TX’ cosag =—-. (k)
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2  ROVINNE PRUTOVE SUSTAVY

Osobitnym pripadom nepohyblivych ststav telies st tzv. priehradoveé konstrukcie, s ktorymi sa
stretdvame v roznych stavebnych konsStrukciach, ako st mosty, stoziare, zeriavy, stresné
konstrukcie. Z hl'adiska konstruk¢ného rieSenia su tieto konstrukcie vytvorené zvicsa z rozne
usporiadanych valcovanych profilov spojenych navzajom v uzloch, ktoré nazyvame sty¢niky.
Profily mézu byt v jednotlivych uzloch spojené pomocou gulovych alebo valcovych kibov,
alebo mozu byt upevnené k stycnikovej doske pomocou nitov, skrutiek alebo zvarov.

Podl'a priestorového usporiadania konstrukcie a typu silovej sustavy vonkajSich sil delime
priehradové konStrukcie na priestorové a rovinné.

Zat'azenie prichradovych konstrukcii moze byt sustredené v jednom mieste (bremeno zdvihané
zeriavom) alebo spojité (tiaz vozovky, strechy, sneh, vlastna tiaz konstrukcie). V niektorych
pripadoch je posobenie vonkajSieho zatazenia trvalé, inokedy sa meni s ¢asom (prechédzajuci
vlak, vietor).

Na rieSenie prichradovych konstrukcii je potrebné vytvorit’ vhodny staticky vypoctovy model,
ktory vznikne na zaklade tychto zjednodusujucich predpokladov:

e Prvky tvoriace prichradova konstrukciu (valcované profily) moézeme povazovat za
jednorozmerné telesa (berieme do uvahy len ich diZku) upevnené ku konstrukcii dvoma
vizbami. Su to potom bindrne cleny.

e Spojenia vsetkych bindrnych ¢lenov povazujeme za kibové. Je to mozné aj v pripade
nitovanych, resp. zvaranych sty¢nikov, ak spdjané prvky nie su vel'mi kratke. Podmienkou je
vzajomné usporiadanie prvkov v jednotlivych uzloch tak, aby sa taziskové osi vsetkych prvkov
spojenych v jednom uzle pretinali v jednom bode, ktory sa nazyva stycny bod.

e So zatazenim konsStrukcie uvazujeme len v styénych bodoch. Spojité zatazenie prvkov
konstrukcie redukujeme do dvoch sty¢nikov, ktorymi je prvok upevneny ku konstrukcii.

Takto vytvoreny vypoctovy model nazyvame prutova sustava. Ide o sustavu n - nehmotnych,
nezat’azenych telies — pratov, ktoré s navzajom spojené v kiboch, tzv. styénikoch a v tychto
sty¢nikoch su zataZzené silami. Pri takomto zat'azeni v pritoch vznikaju len osové sily (fah
alebo tlak). Pratové sustavy mozu byt priestorové a rovinné. V tejto kapitole sa budeme
zaoberat’ iba rovinnymi pratovymi siistavami.

21 TVAROVA URCITOST PRUTOVYCH SUSTAV

Prutovi ststavu vyhodne posudzujeme ako sustavu hmotnych bodov (stycénikov) vzajomne
viazanych prutmi. Pratova ststava moze sama osebe tvorit’ celok, ktory nazyvame prutovym
telesom.

Tvarovii urcitost priutového telesa, teda vonkajsiu tvarovi urcitost rovinnej prutovej ststavy,
budeme posudzovat’ podl'a vizbovej zavislosti platnej pre teleso v rovine.

o = 3- Uyo

Vnutornu tvarovu urcitost prutovej sustavy posudzujeme podla vzt'ahu

> vnutorne tvarovo neurcita
y=25—-p =3 vnutorne tvarovo uréita
< vnutorne tvarovo preur¢end

kde s-pocet sty¢nikov,
p — pocet prutov,
3 — v oboch vztahoch pocet stupiiov vol'nosti pohybu prutového telesa,
2 — pocet stupiiov vol'nosti pohybu vol'ného hmotného bodu v rovine.

10
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Celkovu tvarovi urcitost pratovej sustavy posudzujeme podla vztahu
I, =25—p—U,

Ak ic =0, ststava je celkove tvarovo a staticky urcita.
2.2 SPOSOBY TVORENIA PRUTOVYCH SUSTAV
Prutovi sustavu mézeme vytvorit’ nasledujucimi sposobmi:

e Vychadzame z jedného tuhého telesa — pruata (napr. ¢. 1). Pridame sty¢nik 1., ktory viazeme
k zakladnému telesu 2 pratmi (¢. 2, 3). Takto dostaneme znova tuhy celok. Postupne priddvame
d’alsie sty¢niky, ktoré znovu viazeme dvoma prutmi (obr. 2.1). Takymto spésobom vytvorené
tzv. trojuholnikové prutové sustavy st vnatorne tvarovo a staticky urcité.

Obrazok 2.1

e Dve tuhé ststavy (tuhé telesd), vytvorené prvym spdsobom spojime tak, Ze majii navzadjom
ubraté 3 stupne volnosti (obr. 2.2). Takymto sposobom vytvorime znovu tuhé teleso, na ktoré
sa mdZeme pozerat’ ako na sUstavu telies vnltorne tvarovo a staticky urcitu.

A v

a) Obrazok 2.2 b)

e Zo sUstavy vytvorenej prvym, alebo druhym spdsobom moéZeme vytvorit' novl — ind
prutovu sustavu prekladanim pratov z ich povodného miesta na iné. Nesmieme pritom porusit’
tvarovu urcitost’ v ziadnej Casti sustavy.

2.3  VYNIMOCNE PRIiPADY VAZIEB ROVINNYCH PRUTOVYCH SUSTAV

Vynimocné pripady su také, v ktorych len formalne ic = 0, ale sustava je tvarovo neurcita.
Vynimocny pripad nastane, ak Cast’ sustavy je tvarovo neurCitd (pohybliva) a d’alSia Cast’
ststavy je tvarovo preurcena (staticky neurcitd) (obr. 2.3a). Pri spojeni dvoch sustav podla
druhého spdsobu tvorenia pratovych sustav vznikne vynimocny pripad vtedy, ked’ tri pruty
spajajuce dve pratové telesa sa pretinaju vo vlastnom — skuto¢nom resp. virtudlnom (obr. 2.3

11
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b, c) alebo v nevlastnom bode (st vzajomne rovnobezné) (obr. 2.3d). Iny priklad je na obr.

N <

a) b)
VK (virtualny kib) g
c) d) e)
Obrazok 2.3

2.4  STATICKE RIESENIE PRUTOVYCH SUSTAV

Ulohou statického rieSenia pritovych sustav je uréit velkosti osovych sil v pritoch, ich
orientaciu (tah alebo tlak) a nezname parametre vonkajSich reakcii v zavislosti na vonkajSich
zatazujucich silovych uginkoch. Ulohy je mozné riesit’ viacerymi metédami analyticky
alebo graficky. V tejto kapitole st popisané dve metody rieSenia prutovych ststav, v ramci
ktorych pri rieSeni vyuzivame:

e Rovnovahu centralnych silovych sustav, ktoré¢ pdsobia na jednotlivé styCniky (metoda
sty¢nych bodov).
e Rovnovahu sil pésobiacich na cast prutovej sustavy (priesecna metoda).

2.4.1 Metoda styénych bodov

Princip metddy spociva v tom, Ze sa riesi rovnovaha vSetkych sil posobiacich na kazdy stycnik
osobitne. Pri postupnom uvolfiovani vSetkych sty¢nikov sa pre kazdy sty¢nik zostavia
podmienky rovnovahy centralnej silovej stistavy, ktora nan posobi.

V pripade, Ze sustava ako celok (ststavové teleso) je tvarovo a staticky urcitd, rieSenie
rovnovahy vonkajSich sil (sluziacich na vypocet vonkajSich reakcii) zjednodusi celkové
rieSenie rovnovaznych rovnic pre jednotlivé sty¢niky.

Poctarske (analytické) rieSenie

Podl'a postupu vypoctu delime sty¢nikovi metddu na vsSeobecnu a postupnu. Vseobecna
sty¢nikova metoda je univerzalna metoda analytického rieSenia pratovych sustav. Zostavené
podmienky rovnovahy pre jednotlivé styCniky predstavuju systém linedrnych algebraickych
rovnic na vypocet parametrov neznamych sil v tvare

12
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: 2.1)
A X +a, X +...+a, X, =b

kde n je pocet neznamych,
Ir je pocet rovnic,
X, k=1 2,...,n st nezname parametre sil,
a,,b;, J=12,..,r sizname redlne &isla, zavislé od rozmerov prutovej sustavy

a parametrov akénych sil.
Systém rovnic (2.1) je mozné zapisat’ aj v maticovom tvare
AXx=Db (2.2)

kde A= [aij je matica koeficientov systému rovnic typu (r, n),
X = [X1 Xyyeens Xn]T je stipcové matica neznamych velicin,

b= [bl, b,,..., br]T je stipcova matica pravej strany systému rovnic.

RieSenim (2.2) dostaneme
x=A'lb (2.3)

Ak sa pocet rovnic I rovné poc¢tu neznamych n, je splnena nutnd podmienka statickej urcitosti.
Ak je pritom D(A) # 0, ma systém rovnic (2.1) jediné rieSenie, uloha je staticky urcita. Efektivne
je v tomto pripade vyuzitie PC pri rieSeni systému rovnovaznych rovnic. Vyhodou je, ze vsetky
nezname moézeme vypocitat’ naraz. V nazna¢enom rieSeni pratovej sustavy na obr. 2.4 je
uvedeny priklad maticového zapisu systému linedrnych algebrickych rovnic (b).

Postupnu stycnikovu metodu pouzivame pri rieSeni jednoduchych prutovych ststav, kde
postupne rieSime statickll rovnovéhu jednotlivych sty¢nikov sustavy. Pre sily pdsobiace na
kazdy sty¢nik musia byt splnené dve podmienky rovnovahy. K dispozicii je 25 neznamych
rovnic s (p+3) neznamymi parametrami v tvarovo uréitej pratovej sustave.

V pripade, Ze ststava ako celok (sustavoveé teleso) je tvarovo a staticky urcita, pouzitie troch
podmienok rovnovéhy pre rovnovahu vonkajsich sil (sliziacich na vypocet vonkajsich reakcii)
zjednodusi rieSenie rovnovaznych rovnic pre jednotlivé styCniky.

Pri konkrétnom rieSeni prutovej sustavy vo vsetkych pratoch predpokladame t'ahové osové sily.
Zaporné znamienko vo vysledku bude udavat’, Ze prislusnd osova sila je tlakova. Vyhodne
postupujeme od sty¢nika k sty¢niku tak, aby sme v dvoch podmienkach rovnovahy pre dany
styénik mali iba dve nezname.

Na obr. 2.4a je znazornena jednoducha prutova sustava. Na obr. 2.4b je nakreslena ta ista
sustava s uvol'nenymi stycnikmi pripravena na poctarske riesenie metodou sty¢nych bodov (5
sty¢nikov; 10 rovnovaznych rovnic, v nich neznamych 7 osovych sil vo vnitornych vizbach
prutom N1 + N7 a tri reakcie vo vonkajsich vazbach B, Ay, Ay).
Pri rieSeni lohy posudime najprv tvarovu urcitost’ pratovej sustavy:
i.=25—p—U,=2-5-7-(2,+15)=0
lo =3—Uy, :3_(2A+1B): 0
I, =25—p=2-5-7=3

13
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b)
Obrazok 2.4

Sustava je tvarovo uréitd. Dalej na zaklade obrazkov uvolnenia (obr. 2.4b) napi$eme
podmienky rovnovahy silovych ststav, ktoré posobia na jednotlivé sty¢niky:

styénik 1.~ > F, =0: A +N;cos S+Ng =0
D Ry =0 A +Nsin =0

styénik 1.~ D F, =0: —N;cos B+N, + Ngcos 8 =0
> F, =0 —F —N;sin B—Ngsin #=0 (a)

styénik 1. > F, =0: —N, +Nzcos 3—N;cos 3 =0
> F,=0: —F,—Ngsin B—N,sin =0

styénik IV. D R, =0: —Nzcos S—N, =0
D Ry, =0: B+Ngsin =0

styénik V. D F, =0: —Fycosa+N,—Ng—Ngcos S+ N;cos f=0
D> R, =0: —Fysina+Ngsin B+N;sih f=0

14
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Maticovy zapis tohto systému linearnych algebrickych rovnic pre rieSenie pomocou PC:

[ cosp O 0 0 1 0 0 1 0 0N, 0
sng 0 0 0 0 0 0 0 1 O||N, 0
—cosp 1 0 0 0 cosp 0 0 0 O |N; 0
-sing 0 0 0 0 -sing 0 0 0 Of [N, F
0 -1 cosp O O 0 —-cosp 0 0 O _ N _ 0 (b)
0 0 -snpg 0 O 0 —-sing 0 0 O] |Ng F,
0 0 -cosp -1 O 0 0 0 0 Of [N, 0
0 0 sng 0 O 0 0 0 0 1|[A 0
0 0 0 1 -1 —cosp cosp 0 0 Of|A F;cosa
|0 0 0 0 0 sng sing 0 0 O] B| |Rsina|

Sustava je tvarovo uréitd, preto rieSenie zjednoduSime zostavenim podmienok rovnovah
9
pratového telesa, z ktorych ur¢ime vel'kosti zloziek vonkajsich reakeii:

> F, =0: A —F;cosa=0
SF, =0: A +B-F —F,-Fsina=0 ©)
>M, =0: -F-05a-F,-15a—-F;sina-a+B-2a=0

2.4.2 Metoda priesecna

Pri rieSeni osovych sil priese¢nou metddou vychadzame z predpokladu: ak je prutova sustava
V rovnovahe, potom aj sily pdsobiace na kazdi odrezanu Cast’ pritovej sustavy musia byt
v rovnovahe. Rovnovahu tejto Casti mozeme riesit ako rovnovahu telesa v rovine, resp.
v priestore. Pre teleso v rovine (v priestore) mézeme napisat’ 3 (6) nezavislych statickych
podmienok rovnovahy, z ktorych vieme urcit’ 3 (6) neznamych osovych sil. Z toho vyplyva, Ze
pri rieSeni touto metdodou je potrebné rozdelit’ pratova sustavu myslenym rezom cez tri (V
priestore Sest) pruty, ktoré sa nepretinaji v jednom bode (ani vo vlastnom ani v nevlastnom).
Z rovnovahy jednej z tychto Casti ako pratového telesa vypocitame poctarsky alebo graficky
(Culmannova uloha) osové sily v rezom pretnutych pratoch. Ak na kazdt z odrezanych casti
poOsobia okrem zat'azujucich sil aj reakcie, pri pouZiti priesecnej metddy je nutné tieto reakcie
najprv urit’ z rieSenia rovnovahy pratového telesa.

Priesecnu metodu pouzivame vtedy, ak:

e Pri grafickom rieSeni nemdzeme pouzit’ metddu styénych bodov.

e (Chceme vypocet zjednodusit’ ur€enim osovych sil v troch prutoch a d’alej pokracovat
rieSenim jednoduchej stustavy metodou stycnych bodov.

e Chceme vykonat’ kontrolu vypoctu niektorych osovych sil.
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f‘"l F o]
6
S
T 4
"}ﬁ’x}
e
i,
A B
bz g
b)
Obrazok 2.5
F2
F1 y
R N
4 X
i
i
i
liiiiiis
i
i
G :
. 2LF.=0:  -B+R=0
G
G
) > F, =0: A+B,-F,=0

]| B

ZMiB =0:-F-2a-F,-2a-A-a=0

A By
a)
Ne y \ > F,=0:-B, +N,+N,cos =0
+
B\ Ns AL N
X >'F,=0: A+B,+N,+N;sin #=0
e
%ﬁ? e zMiBZO: —A-a-N;-a—-Ngcosf-a—
i N, sin f-a=0
B 6
A B,
b)
Obrazok 2.6

Na obr. 2.5 je naznaCeny postup rieSenia osovych sil prutovej sustavy priese¢nou metédou. Na
obr. 2.5a st zakreslené vSetky moznosti rozdelenia danej pratovej sustavy myslenym rezom.
Vybranym myslenym rezom na obr. 2.5b vedenym cez praty 6, 5, 4, je prutova ststava
rozdelend na dve samostatné Casti - telesa v rovine. RieSenim rovnovahy sil posobiacich na
jedno z telies v rovine st uréené osové sily v pratoch, ktorymi bol vedeny mysleny rez.
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Na obr. 2.6a je uvol'nena prutova sustava ako celok (tzv. pratové teleso) pre analytické rieSenie
vonkajsich vdzbovych reakcii. Na obr. 2.6b je jedna odrezana ast’ prutovej ststavy (teleso v

rovine) uvolnena pre uréenie osovych sil Ng, Ns, N, .

RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 2.1: Dané je pritova sustava upevnena v bodoch AB (obr. 2.1.1) a zataZena
bremenom tiaze G o velkosti G =20 kKN, a =1m. Urc¢te tvarovi a staticka uréitost’ a sily vo
vietkych vizbach pratom pratovej sustavy. Ulohu rieste metddou styénych bodov. Velkosti
osovych sil v pratoch 6, 7, 8 prekontrolujte priese¢nou metodou.

Dané: G,a
) LR RN LN a a
Hladané: A,B,N; +Ng '
V. 9 JVI
i
o 6 7 8 |
|
1) 5
V. |
V&
3
© 2 4
I 1 I

Obrazok 2.1.1

RieSenie: Pratova sfistava je Specialnym typom sustavy telies v rovine. Je tvorena skupinou
bodov navzijom viazanych pratmi. Na sustavu ako celok posobi vSeobecnd rovinna silova
sustava (VRSS) a najednotlivé hmotné body (sty¢niky) centralna rovinna silova sustava
(CRSS). Princip rieSenia rovnovahy pratovej sustavy ako celku a jej jednotlivych ¢lenov je
rovnaky, ako pri rieSeni rovnovahy sustavy telies v rovine.

Tvarova urcitost’: Ur¢ime a oCislujeme vSetky sty¢niky, z ktorych je pratova sustava zlozena
(I. +V1.). O¢islujeme praty ako vnutorn¢ vézby (1 +9). Kazdy z nich odobera jeden stupeii
vol'nosti pohybu. Vonkajsi klb v bode A odobera pratovému telesu v rovine dva stupne vol'nosti
pohybu a posuvné 16zko v bode B jeden stupent vol'nosti pohybu.

Celkové tvarova uréitost: I, =25—p—U, =2-6-9—(2, +15)=0

Vnutornatvarova uréitost: I, =2S—p=2-6-9=3

Vonkajsia tvarové uréitost” i, =3—U,, =3—(2, +15)=0

Uloha je celkovo, zvnutra i zvonku, tvarovo urcita.
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Analytické rieSenie metédou stycnych bodov: Pritova sustava ako celok je telesom v rovine
zatazenym VRSS. Uloha je zvonku tvarovo a staticky ur¢ita, preto mozeme pomocou troch
nezavislych statickych podmienok rovnovahy ur€it’ najskor reakcie vo vonkajsich vézbach.
Uvol'nime pratovu ststavu ako celok (obr. 2.1.2):

’ 4
S
PRy
g
ey
ey
Y
Y
Y
Y
Y
Y
Ax ffeﬁffeﬁffﬁff

A, B

Obrazok 2.1.2

Napiseme skalarne podmienky rovnovahy:

> F,=0: A =0 (@)
> F, =0: A +B-G=0 (b)
D> M, =0: -G2a+Ba=0 (c)

Vypocitame vel'kost’ a smer vyslednej reakcie v bode A:

A=A +A (d)
CoSap = % =0 (e)
Dalej v l'ubovolnom poradi postupne uvolnime jednotlivé styéniky a pre kazdy styénik

napiSeme dve statické podmienky rovnovéhy.

Sty¢nik . '
N2
ZFixzo: A +N; =0 (f) 0 N
2 Fy=0: A+N;=0 @) A Ay "
y
N3
Sty¢nik 11. a N
> Fy=0: —N;—Njzcosa =0 (h) >
N X
> F,=0: Ngsina+N,+B=0 () © e
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Styénik 1. N
> F=0: Ng+Ngcosa+Ngcosa=0  (j) .
ZFiyZOZ —Nz_Nssina+N65ina:O (k) 3/((1\<N5
al X
N2 \F\]{
Styénik IV. y
ZFiX:O: —N,+Ngsina=0 (1 N7 ?Ng
zFiyzo; -N,+N,+Ngcosa=0 (m) [
Ns Ng X
Sty¢nik V.
y
DR, =0: —Ngsina+N,;=0 (n) No
leiyzo: —N,cosa—N, =0 (0) NGé'I\h X
y
Sty¢nik V1.
S'F, =0 —N,—N,cosa=0 () N
SF, =0 —Nysina—G=0 0 s *
Ns

RieSenim systému 12 linearnych rovnic ur¢ime vel'kosti osovych sil v pratoch:

A =0 B = 40kN N; =0 N = 28,28kN
A, =-20kN N, =0 N, —40kN N = —20kN
A=-20kN  N,=20kN  Ng=-20kN  Ng=-28,28kN

Poznamka: Vo vsetkych vnutornych vizbach prutom sme predpokladali namdahanie tahom.
Kladné znamienko potvrdzuje silu tahovi, zaporné znamienko hovori o tlakovej sile.

Grafické rieSenie metédou sty¢nych bodov:

Zvolime mierku dizok mg a mierku sil mg. Pri grafickom rieseni je obvykle nutné zagat’ Glohu
riesit’ z vonkaj$ich podmienok rovnovahy. Uvolnime pritovi ststavu ako celok (obr. 2.1.3).
Pre pratové teleso napiSeme vektorovii podmienku rovnovahy a zostrojenim silového obrazca
(obr. 2.1.4) a vyslednicovej ¢iary (obr. 2.1.3) najdeme velkosti vonkajsich reakcii A, B.
Uvolnime jednotlivé stycniky. Pre kazdy sty¢nik napiSeme vektorova podmienkuy rovnovahy.
Zostrojime uzavreté silové obrazce (obr. 2.1.5). Odmerame vel'kosti hladanych osovych sil.
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lim 10&N
i'nr = — m}.. —]
Jem lem
V. 9 VI.
6 7 8 _
— G+A+B=0 (9
Cr AA A
5 01 2 O
1. V.
3
2 4
7 0
1 ’ 5
. 1} _ 1 v
f_.; _/'/b
' s 0 2‘/.//‘
a 2 ./'/ g 1 Q ./'/./
././'/./. _-'_I s /./.
Obrazok 2.1.3 Obrazok 2.1.4
Sty¢nik VI.
Ng g
Sty¢nik V.
Ny o
Ns; + N, +Ng= 0 (U)
Ne
nz
Sty¢nik IV.
N/ +N,+N, +N,=0(v)
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Styénik 111

]|

Styénik I1.
1=0 (y)

Sty¢nik 1.

-
[

N

N A+N/+N;=0 (2)

Obrazok 2.1.5

Za¢neme sty¢nikom V1., v ktorom su iba dve nezname sily a znama sila tiaze G (podmienka
riesitelnosti grafickym spdsobom). Pokracujeme sty¢nikom, V ktorom st znova maximalne dve
nezname osové sily. Pri prechode od jedného sty¢énika k druhému zmenime orientacie uz
znamych osovych sil (sily st oznacené Ciarkou).

Po odmerani dizky grafickych obrazov jednotlivych sil v silovych obrazcoch a prenasobeni
zvolenou mierkou sil dostavame ich velkosti:

A =2cm = A=A;mg =-20kN Ngg =2cm = Ng = Nz, mg =—20kN
By =4cm = B=B; mg =40kN Ngg =2,8cm = Ng = Ngq me = 28kN
Nig=0 = N;=0 N;g =2cm = N; =N, mg =-20kN
Nyg =2cm = N, = N,, mg = 20kN N,, =28cm = N, =N, m. =-28kN
Ngg=0 = N;=0 Ngg =2cm = Ng =Ng, mg =20kN

Ny =4cm = N, =N, mg =—40kN

Poznamka: Spravne orientacie reakcii vo vonkajsich vdizbach zistime zo silového obrazca
prutového telesa (velkosti reakcii A a B zapiSeme s prislusnym znamienkom). Postupnym
zostrojovanim silovych obrazkov pre jednotlivé stycniky dostaneme spravne orientacie
vautornych sil. Zakreslime ich do prutovej sustavy k riesenému stycniku (obr. 2.1.3). Zistime
tak, ¢i ide o silu tahovu, alebo tlakovii.
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Kontrola osovych sil v prutoch 6, 7, 8 priesecnou metédou

Analytické rieSenie: Rovnovahu cCasti pratovej sustavy oddelent myslenym rezom vedenym
pratmi 6, 7, 8 rieSime ako rovnovahu telesa v rovine zatazeného VRSS.

y
V. VI.
a
\ N A\O/' G X
Ne Ns
> Fy=0 —Ngcosa—Ngcosa=0 @)
> F,=0; —Ngsina—Ngsiha—N,;-G=0 (b")
> My, =0, —-Ga-Ngsinaa=0 (c)
Ng = 28,28kN
Upravou rovnic a dosadenim danych hodnét dostaneme: N, = —20kN
Ng = —28,28kN

Grafické rieSenie: Na odrezanu Cast prutovej sustavy posobia Styri sily, z ktorych uplne
pozname tiaz G. U osovych sil pozndme len ich nositel’ky. Ulohu rieSime pomocou
Culmannovej priamky.

. Y/ _Cp.
n
0 . ‘ -

n7 G+Ng+N;+Ng =0 (d)

~_— ~_—
R + R, =0 €)
Priesenik X: G + Ng +R, = 0 (f)
Priese¢nik Y: ﬁl + N7 + NB =0 (9)

Obrazok 2.1.6
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3  TAZISKO HMOTNYCH A GEOMETRICKYCH UTVAROV

Strediskom rovnobeZnej silovej ststavy, ktorej sily st viazané k posobiskam, sa nazyva bod,
cez ktory prechadza vyslednica tejto silovej sustavy pri otoceni ststavy o l'ubovolny uhol.
V pripade, Ze rovnobeznymi silami su sily zemskej pritazlivosti (sily tiaze jednotlivych casti
telesa), stredisko tejto silovej ststavy sa nazyva tazisko telesa (stredisko hmotnosti, hmotné
centrum).

Polohu taziska mdézeme urCovat’ analyticky, graficky a experimentdlne. Pri analytickom
a grafickom rieSeni je predpokladom znalost’ rozloZenia hmotnosti Vv priestore telesa, pricom
grafické rieSenie sa obmedzuje prevazne na rovinné alebo symetrické priestorové telesa.
Experimentalne urcovanie polohy taziska sa robi predovSetkym pri tvarovo zlozitych
a nehomogénnych telesach.

3.1 ANALYTICKE URCENIE POLOHY TAZISKA

Na objemovy element dV telesa mernej hmotnosti p podsobi elementarna sila dG=
dG=pdVg kde g je velkost gravitatného (tiazového) zrychlenia. Pre X-ova suradnicu
taziska plati vzt'ah

IXpdVg '[XpdV
v v

Xr = = , (3.1)
' .[ pdVg jp dv
v v
pri¢om integrujeme po celom objeme V telesa. Podobné vztahy dostaneme pre y, a z, .
Na vypocet integralov musime poznat’ rozlozenie hustoty p Vv telese, t. j. funkciu
p=p(xy2). (3.2)

V pripade homogénneho ttvaru je hustota, resp. merna tiaz telesa konstantna. Stredisko hmoty
je v tomto pripade totozné s t'aziskom geometrického utvaru. Z toho vyplyva, ze poloha taziska
homogénneho telesa nezavisi od jeho tiaZe, ale je dana geometrickym tvarom telesa.

j xdV j ydV j zdV
V \Y \Y

X+ = , = s A
T v YT Y T Y

V pripade homogénneho telesa konstantnej hriibky t (Skrupina) je dV =tdS, kde dS je element
polohy a suradnice t'aziska takého telesa st

(3.3)

[ xds [yds [zds
_S S S

XT - S ] yT = S 1 ZT = S 1 (34)

kde S je celkova plocha telesa, J. xdS - staticky moment telesa k rovine 0(y, z).
S

V pripade homogénneho telesa s konstantnou prierezovou plochou S po celej dizke | je
dV =Sdl a suradnice taziska takého telesa st
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[ xdl [ydi [zd
I e S o

kde dl je element jeho dizky.

X, , (3.5)

Ak sa da teleso rozdelit’ na konecny pocet Casti, ktorych taziska poznadme, alebo vieme urcit,
potom t'azisko takéhoto zlozeného homogénneho telesa uréime podla vztahov:

S %V, > vV, 2.4V, (3.6)

DI g 2V 2V

pre Skrupinu v priestore

pre teleso konstantnej prierezovej plochy, resp. pre ciaru v priestore

:szii'i Sy =% szzzz;i" @8)

Pre plochu, resp. ciaru v rovine platia vztahy (3.7) a (3.8), pricom z; =0. V uvedenych

Xt

vztahoch X;,Y;,Z; su stradnice tazisk i-tej Casti telesa, veliciny V,,S;,l; st objemy, plochy,
resp. dizky i-tej &asti.

Cely vypocet stradnic taziska vyhodne robime zoradenim vysledkov ¢iastkovych vypoctov do
tabul’ky (Tab. 3.1).

Tabulka 3.1
i Xi yi Zi Hi XiHi yiHi ZiHi
1
2
> A B C D

Symbol H; predstavuje jednu z veli¢in V;,S;,li. Suradnice taziska uréime podielom
prislusnych sum podra (3.6), (3.7), (3.8).
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 3.1: Uréte polohu taziska homogénnej plochy podla obrazku 3.1.1 analyticky
agraficky,ak a=6cm, b=12cm, c=10cm, d=2cm, e=2cm, f=4cm.

Dané: a,b,c,d,e, f
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Obrazok. 3.1.1

Riesenie: Vyslednu plochu rozdelime na ¢iastkové plochy jednoduchych geometrickych tvarov
(obr. 3.1.2), pre ktoré vieme vypocitat’ obsah plochy a ur¢it’ polohu taziska. V naSom pripade
rozdelime plochu na tri &asti: plochu obdiZnika Si, trojuholnika S, a kruhu Ss. Ich taziska
ozna¢ime Ty, To, Ta.
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Obrazok 3.1.2
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Analytické rieSenie: Suradnice taziska vyslednej plochy vypocitame zo vzt'ahov:

R ©

A Y ®)

Uy je staticky moment plochy k osi y,
Uy je staticky moment plochy k 0si X,
S je celkova vysledna plocha.

kde

Zvolime stradnicovu sastavu 0(X,y), vzh'adom na ktora ur¢ime stradnice jednotlivych t'azisk.
Udaje potrebné pre vypocet je mozné prehl’'adne zapisat’ do tabul’ky:

| Xi Vi Si Uyi=Xi.Si | Uxi=Vi.Si
b c
A A bC Sl 1 Sl
1 > 5 X Y
6 5 120 720 600
2lb-a 2lc—f b-afc—f
9 a+ (3 ) f+ (3 ) ( )2( ) X, S, Y, S,
10 8 -18 - 180 - 144
ﬂd 2
3 e e 2 X3 83 Y3 Ss
2 2 -3,14 - 6,28 - 6,28
2 - - 98,86 533,72 4472
Po dosadeni: X; = 03872 _ 539%cm y; = 449,72 _ 4,55cm
98,86 98,86

Poznamka: Pri vypocte obsahu vyslednej plochy, obsahy dielcich ploch otvorov a doplnkovych
ploch odcitavame od suctu obsahov ploch, ktoré su sucastou vyslednej plochy. To isté plati pre
vypocet velkosti statickych momentov vyslednej plochy k osiam X, Y.
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