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VOINE NETLMENE KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH SUSTAV
S JEDNYM STUPNOM VOINOSTI

PRIKLAD 6.5: Uréte periédu kmitania T vodorovnych kmitov telesa A hmotnosti m, za
predpokladu, Ze teleso B je nehmotné a dokonale tuhé. Teleso A je k ramu upevnené
pomocou pruzin s tuhostou k;, ko, k3, k4 ks a vizbou opretim (Obrdazok 6.7). Vplyv trenia
a hmotnost’ pruzin zanedbajte.
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Obrazok 6.7

RIESENIE: Na mechanicku ststavu tvoreni doskami A a B a stistavou pruzin zapojenych
podl'a obr. 6.84 pdsobi v jej statickej rovnovaznej polohe (x4 =0, x5 =0, y4 =0, y5=10) len
tiazova sila Gg dosky B a reakcia od podlozky Fy. Obe sily pdsobia v smere osi y a su vo
vzajomnej rovnovahe. V smere osi x nepdsobia na sustavu ziadne vonkajsie sily ani rekcie vo
vézbach. U Ziadnej z pruzin nedochadza k deformaciam, vratné sily v nich preto nevznikaju.
Mechanicka sustava je v pokoji.

Kratkodobym pdsobenim vonkajsieho silového uéinku v smere osi x vychylime dosku A z jej
rovnovaznej polohy (obr. 6.8B) o vychylku x = x4 # 0. Dochadza k deformécidm pruzin a tiez
k posunutiu dosky B. V doésledku deformacii za¢nli v pruzinach pdsobit’ vratné sily a po
odzneni vonkajSieho silového u¢inku mechanicka sustava za¢ina kmitat’ okolo rovnovaznej
polohy bez d’alSieho vonkajSieho silového posobenia. Vznika priamociary kmitavy pohyb,
tzv. ,,nevynutené linearne kmitanie bez tlmenia“, resp. ,,volné netlmené kmitanie*.

Ulohu rie§ime metédou postupného uvolnenia. Dosku A uvolnime vo vychylenej polohe,
ked x = x4 # 0 (obr. 6.8B). Pohybové rovnice zostavime metodou zrychlujucich sil. Pasivne
odpory a hmotnost’ pruzin zanedbame.

V smere osi y nedochédza k pohybu, zrychlenie v tomto smere bude nulové a sily posobiace v
smere osi y budu v statickej rovnovahe.

2 F,=0; Fy-G=0; Fy=G
{

Uvedeny vysledok nie je z pohladu urcenia doby kmitu sustavy podstatny, pretoze ku
kmitaniu dochadza v smere osi x. V tomto smere budu na jednotlivé telesa posobit’ len vratné
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sily v pruzindch /+5. Priamociary kmitavy pohyb v smere osi x je potom uréeny pohybovou
rovnicou zapisanou v skalarnom tvare nasledovne:
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Obrazok 6.84 Obrazok 6.8B

L) Pozndamka: Pre zostavenie pohybovej

rovnice volného netlmeného kmitania je mozné

pouzit’ rozne postupy rieSenia. V d’alSej Casti st uvedené dva z nich. Pre rieSenie uloh

odporu¢ame vyuZit’ postup rieSenia II.

RIESENIE 1.

Pre velkosti vratnych sil v pruzinach /+5 plati:

Fp =ky x4
Foy=ky(xy—xp)
F3=kyx,
Fpy=kyxp
Fo5s =ksxp
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Zostavime pohybové rovnice pre jednotlivé ¢leny mechanickej ststavy:
Teleso A:
myXy=—F,—F,—F,; (a)
my Xy =—kxy—k (XA _xB)_k3 X4
myx =—kixy—kyx, +hkyxg—lkzxy,
Teleso B:
mp i = Fpy—F,y—Fys (b)
Vzhl'adom na to, Ze hmotnost’ dosky B mp = 0, plati:
0=k, (xA —XB)—kMB —ksxp

0=k2xA—k2xB—k4xB—k5xB

Xp =X —k2
b A(k2+k4+k5)
Dosadime do (a)
k
X =y xg—hyxy+hyxy| ——2— |~k
myxy 1X4 — K2 Xy 2XA(k2+k4+k5j 3X4

.. k
myxy Z[—kl—k2+k2[mj—k3]xl4
2 4 5

.. k
mAXA:—Lkl'FkZ—kz(mJ-Fk_g JXA
2 4 5

Upravime na zdkladny tvar pohybovej rovnice volného netlmeného kmitania, resp. tvar
homogénnej linearnej diferencialnej rovnice 2. radu s konstantnymi koeficientami

k
i+Qix=0, kde v principe plati Q(Z) =—
m
mAjéA'i' kl+M+k3 xA:O /L
k2 + k4 + ks my
1
)'éA+_ kl+M+k3 xAz()
my kz aF k4 aF kS
Odkial' odvodime vztah pre vyslednii tuhost sustavy pruzin kiasas
ko \ky + K
k12345 = ky + M + k3
2+ ky+ ks

a vzt'ah pre vlastnu uhlovu frekvenciu Qg volného netlmeného kmitania

Q(Z) :L(kl‘l‘—kz(k4 +k5) +k3j = QO :\/Ltklﬁ‘—kz(k“ +k5) +k3J

my k2+k4+k5 my k2+k4+k5




AM_CVICENIE_TYZDEN_10_VOLNE NETLMENE KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH SUSTAV_PRIKLADY

Potom dobu kmitu T volného netimeného kmitania kruhovej dosky vypocitame

B 2n
Q
0 J1[h+kxh+kg+hj
m, ey + kg + ks

a pre frekvenciu fo volného netlmeného kmitania plati

1 h+k§@4+@)+h
f—l— m, ky+ kg + ks
O 2n '

RIESENIE Ila.

Kym pri RIESENI Iboli désledne dodrzané postupy rieSenia metédou uvolnenia, pri
RIESENT 1I je naznaGeny rychlejsi postup vypoétu, kde je mozné nehmotnti dosku chapat’ len
ako spojovaci ¢len medzi pruZinami a stistavu pruzin nahradit’ spolo¢nou vratnou silou.

Nehmotnt dosku B uvazujme ako vizbu, ktorou sl navzajom spojené pruziny 2, 4, 5, pricom
doska zabezpecuje horizontalnu polohu osi vSetkych troch pruzin. Sustavu pruzin 2, 4, 5
nahradime jednou spolo¢nou vratnou silou Fpyys (obr. 6.9). Tuhost’ sustavy pruZin ks
ekvivalentnu tuhostiam k;, k, a ks vypocCitame nasledovne:

= pruziny 4 a 5 st zapojené ,,vedla seba “, t. j. paralelne:
k45 = k4 +k5
= dvojica pruzin 4 a 5 je s pruzinou 2 zapojend ,,za sebou “, t. j. sériovo:

1 1 1 1 1

kpas  ky  kys  ky kg +hks

Potom

X kz(k4 +k5)

M kg ks

a pohybova rovnica pre dosku A bude mat’ tvar:
MmyXy=—F,—Fpus—Fp

my X, =—kjx —kyysx—k3xy

mAjéA = — k1+—k2(k4+k5)+k3 XA
ey + kg + ks

Po uprave dostdvame zdkladny tvar pohybovej rovnice volného netlmeného kmitania:

XA+L(kI+M+k3JXA:0
mA k2+k4+k5

4
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Obrazok 6.9

RIESENIE IIb.

Pruziny s tuhostami ks, k3 a k; je mozné nahradit’ jednou pruzinou tuhosti k;,345, resp.
jednou vyslednou vratnou silou (obr. 6.10).

Pruziny 245 a 3 su zapojené vedla seba, t. j. paralelne:
kazas = kaas + k3

Pruziny 2345 a 1 su zapojené tiez paralelne, pretoze ich deformacia x4 je rovnaka:
k12345 =ky + kazgs

Upravou dostavame vyslednt tuhost’ pruziny k;,345

ky(ky +ks) fky

k12345=k1+k h Tk
2 +hy +ks

Vysledna sila v pruzine s vyslednou tuhost'ou je dané vzt'ahom

F 12345 =k 12345 X 4

Pohybovu rovnicu pre dosku A zapiSeme v tvare:

myxy= _Fp12345
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My X, =—kss Xy
mAjéA:_ k1+M+k3 XA /L
ky+ky+ ks m,

Po Uprave dostavame zdkladny tvar pohybovej rovnice volného netlmeného kmitania:

ko kg + Kk
.5C.A+ I k1+ 2(4+ 5)+k3 XA:O
mA k2+k4+k5

odkial’ odvodime vztah pre vlastnti uhlovu frekvenciu netimeného kmitania

Q(Z): 1 k1+k2(k4+k5)+k3
m, key + kg + ks

a vypocitame dobu kmitu a frekvenciu vo/ného netlmeného kmitania kruhovej dosky:

27 27

T:—:
Q
0 1(k1+k2(k4+k5)+k3J
m, ky + ky+ ks
\/1 (kl+k2(k4+k5)+k3J
1 m, ky+ky+ ks
fO:_:

T 27

X, N
A
m
0 X
-4
Fp12345 Smer vychylky
Obrazok 6.10
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PRIKLAD 6.6: Ty¢ hmotnosti 3m a dizky 4/ je spolu s hmotnym bodom hmotnosti m
viazana k ramu kibom a nehmotnymi pruzinami podla obrdzku 6.11a. Uréte dobu kmitu T
danej mechanickej stistavy okolo rovnovaznej polohy a frekvenciu kmitania fj.

Dané: m, l, k], kz, k3

Hrladané: T, f

b
ks

zmysel
vychylenia

Obrazok 6.11

Hmotna ty¢ je k ramu upevnena kibom v bode 0 a pruzinami s linearnou charakteristikou. Ak
neuvazujeme pasivne odpory, budi pri malom vychyleni (pootoceni) z rovnovaznej polohy
poOsobit’ na teleso len momenty od vratnych sil v pruzinach. V tomto pripade po zmontovani
mechanicke] sustavy dochddza k vzmniku statickej vychylky a rovnovdhe momentov od
statickych vratnych sil v pruzinach a tiazovych sil hmotného bodu a hmotnej tyce (pozri
priklad 6.2).

Pri rieSeni pouzijeme metodu uvolniovania. V obrazku uvolnenia (obr. 6.11b) nahradime
pruziny 1, 2 radené do série jednou spolo¢nou silou. Vychddzame z momentovej pohybovej
rovnice mechanickej sustavy:

XM =lga =1y

Ak pre vel'mi malé uhly @ ((p < 50) plati:sin @ = @; cos@ =1, potom
Xjp =2lsingp =2lp
X3 =Isinp=Igp
Vo =2lcosp=2]
y3=Ilcosp=I

Vyslednt tuhost’ k;, pruzin 1, 2 zapojenych za sebou, t. j. sériovo (po vychyleni sustavy
vznika rozne vel'k4 deformécia v pruzinach s réznymi tuhost’ami 4, k»), vyjadrime:
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1 1 1 ke

Moment zotrvacnosti sistavy hmotnej ty¢e a hmotného bodu k osi rotacie v bode 0:
]0 :ITYCO +]HBO 5
Vzhl'adom na to, ze hmotna ty¢ sa bude otacat’ okolo staleho stredu otacania 0, ktory nie je

totozny s jej taziskom, je pre vypocet momentu zotrvacnosti k bodu 0 potrebné pouzit
Steinerovu vetu:

2
I 1 TYeT +mc

TYC, ~

Moment zotrva¢nosti hmotnej ty¢e k jej tazisku je vo vSeobecnosti urceny vztahom:

I, 1 2
Ly =—ml” =—3m(4l
we "o 12 SO

kde m je hmotnost ty¢e a  je celkova dizka ty&e. V nagom pripade potom plati

1
Ipye =Ipye, +mc? =E3m(4l)2 +3m (1)
ITYC’O =4mi® +3mi?

I —Tml?

YC,

Rovnako moment zotrva¢nosti hmotného bodu ur¢ime pomocou Steinerovej vety

kde Iyp =0 vzhladom na to, Ze hmotny bod je bezrozmerny,

¢ - je vzdialenost’ hmotného bodu od stredu otacania.
Potom

g, =0+m(31)
Typ, =9ml 2
Vysledny moment zotrva¢nosti mechanickej stistavy k bodu 0 je
Io=7ml? +9mi* =16ml >
Pre sily v pruzinach plati
Fpip =kyp xpp

P
Fp3 = k3 x3
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Momentova pohybova rovnica mechanickej sistavy k osi rotacie v bode 0
Ly ¢ ==Fyo »a—Fp3 3

l6m12 (0 = —kllezylz —k3x3y3

16mi2 G = — fk 2021 — k31l
ky +ky
ki k
16ml? §=———a*p— k%
1 +ky

Pohybovli rovnicu vol'ného netlmené¢ho kmitania upravime na tvar homogénnej linearne;j
diferencialnej rovnice 2. radu s konstantnymi koeficientami:

G+Q5p=0

o kiky k)
PO Wy +hy)dm 16m

Z odvodenej pohybovej rovnice vyplyva vztah pre vlastni uhlova frekvenciu netlmeného
kmitania

a? ky by =k3
O (ky+k,)4m 16m

Potom dobu kmitu mechanickej stistavy vypocitame

_2m_ 2y
QO k1k2 N k3
(ky +ky)4m  16m

Pre frekvenciu vol'ného netlmeného kmitania plati:

T

kky Ky

1 \(k +ky)dm 16m
fo=== 2
T




