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5 ZAKLADY ANALYTICKEJ DYNAMIKY

V predoslych kapitolach sme pri zostavovani pohybovych rovnic mechanickych sustav
vychadzali z Newtonovych zakonov. V takto zostavenych pohybovych rovniciach st vztahy
medzi veli¢inami, ktorymi je charakterizovany pohyb a pdsobiacimi silami vyjadrené
vektorovymi velicinami - hybnost’ a sila. V tejto suvislosti hovorime o vektorovej dynamike.

V analytickej dynamike st zakladom rieSenia problémov dynamiky skalarne veliciny, ktoré
uzko suvisia s energetickymi velicinami (kineticka energia, préca). Chovanie skiimaného
objektu je popisané jednou vetou, ktord sa povazuje za zékladnl tézu. Tuto tézu nazyvame
principom. Z principov potom cestou matematickej analyzy dostavame vychodiskové
(obycajne vlastné) pohybové rovnice skimaného hmotného objektu.

J. L. Lagrange, vedec franctizskeho povodu, vo svojej praci uvadza dve metddy rieSenia,
ktoré su sucast'ou analytickej dynamiky:

» Prva je zalozena na urceni prace vonkajSich a zotrvacnych sil pri virtudlnej zmene polohy
mechanickej sustavy, nazyva sa princip virtualnych prac alebo princip d’Alambert-
Lagrangeov, Casto tiez hovorime o v§eobecnej rovnici dynamiky.

» Druhd metdéda je zaloZzena na poznani kinetickej a potencialnej energie mechanickej
sustavy, ktoré vyjadrené pomocou zovSeobecnenych suradnic tvoria zéklad
Lagrangovych rovnic Il. druhu.

L Poznamka: Postupy vektorovej dynamiky, s vhodné pre rieSenie problémov dynamiky
v technickej praxi v pripade jednoduchych dynamickych modelov sustav telies a pre vypocet
reakcii vo vézbach.

Metodicky postup pri zostavovani pohybovych rovnic metodami analytickej dynamiky sa
podstatne 1i8i od postupov vektorovej dynamiky. Vyzaduje si zavedenie novych pojmov a
pouziva matematické postupy, ktorych vyhody sa prejavia az pri zostavovani pohybovych
rovnic u zlozitejSich mechanickych sustav.

51 ZAKLADNE POJMY

5.1.1 Klasifikacia vazieb

Uvazujme volné teleso, ktoré kona vSeobecny priestorovy pohyb. Na jednoznacné urcenie
jeho polohy je nutné v kazdom ¢asovom okamihu poznat' 6 nezavislych parametrov. Pretoze
pri pouziti réznych suradnicovych ststav existuje viacero moznosti volby parametrov
urujucich polohu telesa, zhladiska univerzalneho pouzitia pouzivame v analytickej
mechanike pojem ,,zovSeobecnené suradnice” g;. Je to mnozina l'ubovolnych nezévislych
parametrov, ktoré jednoznacne urcuju polohu telesa alebo sustavy telies. Ich pocet urcuje
pocet stupiiov volnosti pohybu ,,n“. MoZu to byt stradnice dizkové alebo uhlové, pri¢om
i=1,....,n je pocet stupniov vol'nosti pohybu ststavy.

Ked upevnime vol'né teleso na ram, pripadne na iné teleso mechanickej stistavy, obmedzime
jeho moznosti pohybu (znizime pocet stupniov volnosti). Potom kinematické veli¢iny, ktoré
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charakterizuju pohyb telesa, musia spifiat’ ur¢ité podmienky, ktoré nazyvame vizbové
podmienky, resp. vizby. Vo vSeobecnom pripade vdazbové podmienky v analytickom tvare st
ur¢ité funkcie obsahujlice stradnice, rychlosti a ¢as, pricom ich konkrétny tvar zavisi od
druhu a konstrukcie véizby. Ked je vdzbova podmienka vyjadrend funkciou obsahujiicou len
suradnice alebo primitivnou funkciou rychlosti, hovorime o holonomnej vizbe. V tomto
pripade vizbova podmienka obmedzuje polohu telesa, resp. sustavy telies. Jej derivovanim
dostaneme rovnocennu vdzbovi podmienku obmedzujiucu volbu rychlosti, ¢o vSak neplati
obratene. Ak je vdzba urcena dalej neintegrovate'nou funkciou obsahujicou suradnice
a rychlosti, hovorime o neholonomnej vizbe. V tomto pripade je sucasne obmedzena vizba
suradnic a rychlosti, preto neholonomne vizby nazyvame aj kinematické vizby.

Vizby d’alej delime z hl'adiska ich zavislosti na ¢ase na skleronomne, ktoré nie st funkciou
casu areonomne, ktoré zévisia na Case. Podla charakteru vizieb sa potom rozliSuju
a pomenuvaju 1ijednotlivé mechanické sustavy (napr. sustavy holondémne-skleronémne,
holondmne-reondémne a pod.).

Poloha j-teho l'ubovolného bodu holonémne-skleronomnej ststavy ,,N“ hmotnych bodov
s ,,n " stupniami vol'nosti je urend rovnicami vézby nasledovne:

7o =r(q1925 - 9n) (5.1)
pri ststave holondmne-reondémne;j

Fj :’71'(‘]1,‘]29'--%’0 (5.2)

5.1.2 Druhy posunuti

Zékladny vyznam pre analyticki mechaniku (statiku 1 dynamiku) maju d’alej pojmy skutocny
a virtualny pohyb, resp. premiestnenie (posunutie, pootocenie).

Pod skutocnym pohybom rozumieme ten pohyb, ktory kona sustava v case pod vplyvom na nu
posobiacich sil. Elementarny skuto¢ny pohyb budeme oznacovat’ symbolom ,,d “, diferencialy
premennych veli¢in, oznacované¢ v matematike ,,d“ budi znamenat diferencidly veli¢in
prislusnych skutoénému pohybu.

Virtualny pohyb je mysleny mozny pohyb ststavy okolo polohy, ktort ma ststava vo
vSeobecnom okamihu ¢ aktory vizby sustavy pripustaja, priCom cas povazujeme za
zastaveny, t.j. chapeme ho ako konstantu. Virtudlny pohyb ako aj prislusSné zmeny ostatnych
veli¢in budeme oznacovat’ symbolom ,J“ pred znackou danej veli¢iny. Symbol ,,0“
v matematike oznacuje variaciu — v tomto pripade tzv. izochronnu variaciu, pretoze ¢ = konst..
Pravidla pre vypocet variacie su zhodné s pravidlami pre vypocet diferencialu.

“«

Pri skuto¢nom pohybe je elementarne premiestnenie j-teho 'ubovolného bodu sustavy ,,N
hmotnych bodov pri danych pdsobiacich silach, vdzbach a zaciato€nych podmienkach dané
vzhl'adom na vztahy (5.1) a (5.2),

" oF,
dr, = —dg, (5.3)
i=1 a%'
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n OF.  OF,
odr. =Y —Ldg. +—Ldt 5.4
resp. dr,; le 50 (5.4)

skutocny diferencial vazbovd p _logha
posunutia / ¢(x, v, z) =

hmotného bodu

skutocna trajektoria

hmotného bodu
Z 'l

dotycnicova rovina
k véiizbovej ploche
v skumanom case,

(nekonecne malé) obsahuje vsetky

posunutie hmotného _ pripustné virtudlne
bodu X posunutia

virtudlne

Obrazok 5.1

Pri virtualnom pohybe je premiestnenie v oboch pripadoch vyjadrené rovnako, pretoZe ¢as sa
nemeni (povazujeme ho za konstantu), teda

n_OF.
o. =y L& 55
/ ani % (5:3)

kde 8g; st lubovolné, navzijom nezavislé hodnoty virtudlnych zmien zovSeobecnenych
stradnic, ktoré vidzby pripustaju. Pri skutoénom pohybedg;nie st Tubovolné, pretoze

znamenaji zmenu zovseobecnenych stradnic pri pohybe sustavy za ¢as dt.

L) Pozndmka: Pri rieSeni jednotlivych tloh je potrebné vsetky kinematické veli¢iny telies
nahradit’ ich zavislostami na kinematickych veli¢inadch i-tého Clena (teda Clena, na ktory
redukujeme, resp. ktory svojim pohybom reprezentuje pohyb celej mechanickej sustavy).
Ziskame ich z doplnkovych rovnic kinematickych zavislosti pre jednotlivé ¢leny sustavy —
napriklad z podmienok valenia pre ozubené prevody a z podmienok lanovych prevodov.

5.1.3 Idealne vazby

Pri¢inou pohybu telesa, alebo sustavy telies su vonkajsie sily, ktoré nazyvame pracovné sily
(hnacie, resp. akcné sily). Je zname, ze vo vizbach sa realizuje ur€ité mechanické posobenie
jedného telesa na iné teleso, priCom vznikaju d’alsie sily, ktoré nazyvame vizbové reakcie. S
ddsledkom posobenia hnacich sil a existencie vizbovych podmienok.

Napriklad pri posuvnom pohybe telesa po drsnej podlozke uc¢inkom hnacej sily F vznikne

okrem normalovej zlozky F;, vizbovej reakcie aj jej tangencidlna zlozka F} , ktort nazyvame
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trecia sila. Nositel’ka vyslednej vizbovej reakcie je potom odklonena od normaly k podlozke
o uhol @, pre ktory plati tgp = f .

Obrazok 5.2

Vieme, ze velkost' trecej sily F; = fF, zavisi okrem iného od velkosti normalovej zlozky
vizbovej reakcie, jej orientdcia je opacna ako orientacia relativnej rychlosti telesa vzhl'adom
na podlozku. Trecia sila zmenSuje posuvny u¢inok hnacej sily, ¢ast’ vykonanej prace hnace;j
sily pri premiestneni telesa po podlozke sa spotrebuje na prekonanie prace trecej sily. Cim st
hladsie povrchy telesa a podlozky, tym je uhol ¢ mensi. V pripade dokonale hladkych ploch
je uhol ¢ rovny nule, t. j. nositel’ka védzbovej reakcie je kolma na podlozku. Potom
elementarna praca vyslednej vdzbovej reakcie pri l'ubovol'nom virtudlnom posunuti telesa po
podlozke sa rovna nule.

Vseobecne mozno povedat, ze pri pohybe pohyblivej mechanickej sustavy, ktora je
mechanickym modelom konkrétneho strojového zariadenia, vzdy existuji vo vidzbach vicsie
alebo mensie pasivne odpory, ktoré konaju pracu na tkor prace hnacich (pracovnych) sil
a tym znizuju ucinnost’ strojového zariadenia. Jednym z hlavnych kritérii konStrukcie strojov
je vsucasnosti dosiahnutie ich vysokej ucinnosti. Hladaju sa nové druhy materialov,
uplatiiuja sa nové konstruk¢né rieSenia vézieb, ktoré znizuji velkost’ trecich sil. Potom pri
rieSeni mnohych dynamickych problémov mechanickych sustav mdzeme v prvom pribliZeni
zanedbat’ pasivne odpory vo vézbach. Takuto zidealizovanii mechanickt ststavu nazyvame
sustavou s idedalnymi vizbami. Na zéklade predchadzajucich ivah mozeme definovat’ idedlne
vdzby v sustave takto:

N
V _NEY s+
64" =) F' 67,=0 (5.6)
j=1
kde 84" - vysledna elementarna praca vazbovych reakcii,
Fjv - vizbova reakcia,

or; - virtualne premiestnenie.

Ked' vysledna elementdarna praca vizbovych reakcii pri lubovolnej virtualnej zmene polohy
sustavy sa rovnd nule, potom vdzby v sustave su idedlne.

4




AM_PREDNASKY_TYZDEN_7_DYNAMIKA_SUSTAV_TELIES_ZAKLADY ANALYTICKEJ DYNAMIKY_PVP

5.1.4 Zovseobecnena sila

“«

Uvazujme pohybliva sustavu ,,N“ hmotnych bodov s ,,v* holondmnymi vdzbami, ktorej
pocet stupiiov volnosti potom je n=3N —v. Na jednoznacné urcenie okamzitej polohy

sustavy potrebujeme poznat’ ,.n“ zovSeobecnenych suradnic ¢,¢,,.....,q,. Ak podla (5.2)
mozeme polohovy vektor FJ kazdého hmotného bodu v l'ubovolnom c¢asovom okamihu
vyjadrit’ pomocou zov§eobecnenych stiradnic a ¢asu:

7 =7(q1.925 - q,01) j=12,....,N,

potom aj pravouhlé suradnice X ;,y;,z; jednotlivych hmotnych bodov vyjadrime podobnym

sposobom:
x.j = x.j (ql,q2 sy 7t)

Y =Yi(@1,92,--4n>1) (5.7)

z;= Zj(ql,q2a---qnat)‘
Ked’ chceme urcit’ drahu kazdého hmotného bodu sustavy v pravouhlej stiradnicovej sustave,
treba najprv poznat’ Casovi zmenu vSetkych zovSeobecnenych stiradnic. Na zadklade vztahov

(5.7) medzi pravouhlymi a zovSeobecnenymi stradnicami potom uréime casovi zéavislost
pravouhlych stradnic kazdého hmotného bodu sustavy.

Na kazdy hmotny bod ststavy posobi pracovna (hnacia) sila ]7jP a vdzbova reakcia F‘J.V . Ked
predpokladame idedlne vdzby, potom elementarna praca sil pdsobiacich na hmotné body pri

I'ubovolnom virtudlnom posunuti sistavy sa rovna suctu elementarnych prac jednotlivych
pracovnych sil potrebnych na virtualne posunutia hmotnych bodov t. j.

04T = FL 87 + FL 87 + .. + Fy 87y (5.8a)
N —
resp. 0A” = ZF].P o7; (5.8b)
g

L Poznamka: Elementarnu pracu pri virtudlnom posunuti nazyvame virtudlna prdca.

Kazda virtudlna zmena je izochrdnna, ¢ize nezavisi od Casu. Po dosadeni vztahu (5.5) pre
virtudlne posunutie za 6r;do vzt'ahu (5.8b) bude

p N _p n or.
oA” = YL (Y —Loq))
j=I1 i2104;

Ked’ zmenime poradie vykonania jednotlivych suctov, upravime predchadzajici vztah na tvar

P p 0Ty
i=1\ j=1 g,
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Oznacme

o) lzv:FPaFf (5.10)
i P J aqi '

Skalarnu veli¢inu Q; nazyvame v analytickej mechanike zovsSeobecnenou  silou
zodpovedajucou i-tej zovseobecnenej stradnici g;.

Zovseobecnenu silu Q; definujeme ako ndahradnu silu, ktora pri premiestneni dq; vykonad
rovnaku prdacu ako vsetky pracovné sily celej sustavy pri tom istom pohybe.

Dosadenim vzt'ahu (5.10) do rovnice (5.9) dostaneme

n
04" =30, 8¢, (5.11)
i=1

LL) Pozndamka: Rozmer zovSeobecnenej sily zavisi od rozmeru zovSeobecnenej stiradnice. Ak
ma zovieobecnena suradnica g; rozmer dizky, zovseobecnena sila méa rozmer sily, ak je
zovseobecnena suradnica ¢; vyjadrena uhlom, zovSeobecnena sila ma rozmer momentu sily
tak, aby su¢in Q; 0q; mal rozmer prdce.

APLIKACIA PRE POHYBLIVU ROVINNU SUSTAVU TELIES

Vo vSeobecnom pripade pohyblivej ststavy ,,N telies je okamzita poloha ststavy urcend
napr. polohovymi vektormi 7y; tazisk jednotlivych telies aich pootoceniami ¢; okolo

tazisk. Ked’ mé sustava ,,n “ stupnov volnosti, t. j. na urCenie okamzitej polohy potrebujeme
poznat’ ,,n“ zovSeobecnenych suradnic, mozeme 777 a ¢ ; vyjadrit v tvare

77]]' = FTj(Ql,QZ""an)

Vo : j=12,...,N, (5.12)
¢ =9,;(q1,92:--9n>1)

Virtualne posunutia SFT]- a virtualne pootocenia @ j potom st

_ & o 209,
S =Z—a ’ 8q;; OS¢ =Z—a {Sqi (5.13)
i:l 1 l:l ql

Na kazdé teleso sustavy pdsobia pracovné sily F JPamomenty M 71; svojim posuvnym

a otaCavym ucinkom. Ak vizby v ststave s idedlne, elementarna praca pracovnych sil pri
I'ubovolnej virtudlnej zmene polohy sustavy je

N —_—
04" = Z(F]-P67Tj + My, 861-) (5.14)
j=1
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Dosadenim vztahov (5.13) do rovnice (5.14) po uprave dostaneme

04" = 25%[2( %+M7§Eﬂ (5.15)

i=1

Ozna¢me vyraz v hranatej zatvorke

N SVT 66
FP— Y P ") 5.16
Ql jZ::]( / 8% ]} 6%' J ( :

Vyraz (5.16) urcuje zovSeobecnenu silu zodpovedajucu j-tej zovSeobecnenej suradnici
v pripade pohyblivej sustavy ,,N“ telies konajucich vSeobecny priestorovy pohyb.

Vztahy (5.10) aZ (5.16) urcujii zovSeobecnené sily zodpovedajuce ucinkom pracovnych sil.
KedZe v ststave existuju aj neidedlne vidzby, zavadzame v analytickej mechanike pojem
zovSeobecnenej vizbovej reakcie Ql.V zodpovedajucej i-tej zovSeobecnenej siradnici, ktorti na

zéklade vztahu (5.16) mo6Zeme bez odvodenia napisat’ v tvare

N SVT 66 ;
o/ = (FV LMy, —fj (5.17)
l jZ::] / Sql / Sqi

kde ijV - viazbova reakcia posobiaca na j-te teleso,

My,

7 - moment vazbovej reakeie F’J-V vzhl'adom na t'azisko j-teho telesa.

52 PRINCIP VIRTUALNYCH PRAC

Hmotnym objektom, s ktorym budeme pracovat’ pri formulovani tohto principu bude ststava
hmotnych bodov ako najvSeobecnejsi model mechanickej ststavy.

UvaZujme pohyb sustavy ,,N“ hmotnych bodov o hmotnostiach m;, kde j=1,2...N. Na j-ty
hmotny bod posobi vyslednica sil }7] . Pre potreby analytickej dynamiky vyuzijeme rozdelenie
tychto sil na sily pracovné FJ.P a sily vdizbové ]7IV Za vazbové sily budeme povazovat’ tie

reakcie vizieb, ktoré pri virtualnom pohybe ststavy nekonaji pracu. Potom
= _ TP TV .
F,=F +F,, j=12...N (5.18)

Podl'a d’Alembertovho principu st pre kazdy uvolneny hmotny bod sustavy tieto pracovné

FjP a vazbove F jV sily a zotrvacna sila Fp;v rovnovahe:

F +F, =0, (5.19)
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Vzhl'adom na (5.18) plati Fjp + IFJ.V +F, b = 0 (5.20)

Vykonajme l'ubovol'nt virtudlnu zmenu polohy ststavy. Virtualna praca, ktora vykonaju sily
posobiace na sustavu je potom dand vyrazom

N
84=) F; 8r; (5.21)
j=1
priom 7, su polohové vektory jednotlivych bodov sustavy (je potrebné zdoraznit, Ze su to
vlastne polohove vektory posobisk j-tych sil) a 87, znamenaju ich zmenu pri virtudlnom

pohybe.

Obrazok 5.3

Podrla definicie vizbovych sil je ich praca nulova
Xy
54" = Zle ;=0 (5.22)
j:

Zo statiky vieme, Ze virtudlna praca vykonand rovnovaznou sustavou sil pri 'ubovol'nom
virtudlnom posunuti sa rovna nule. Potom vzhl'adom na vztah (5.20) rovnica (5.21) bude mat’
tvar

N
Y (F +Fp)dr; =0 (5.23a)
j=1

resp. symbolicky

N
Zl(sAj’ +847)=0 (5.23b)
J=

Rovnica (5.23) je matematickou formulaciou principu virtualnych prac v dynamike.

Sustava sa pohybuje tak, Ze algebraicky sucet virtualnych prac vsetkych pracovnych
a zotrvacnych sil sa v kazdom okamihu rovna nule.
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Vztahom (5.10) bola v kapitole 5.1.4 definovand zovseobecnena sila Q; zodpovedajica
zovseobecnenej sturadnici ¢;, ako nahradna sila, ktora pri premiestneni dg; vykona rovnakua
pracu ako vSetky pracovné sily celej stistavy pri tom istom pohybe.

N _ or
Qi:ZFjP_J
o4

1

Podobne mézeme definovat’ zovseobecnenu zotrvacnu silu Qp;.
N _ Or,
Op;i = ZFDj — (5.24)
j=1 aq; :

Zo vzt'ahov (5.23) d’alej vyplyva, ze

04" 04"
_ resp. QOp, =—— (5.25)
aqi

O o

i
Po tprave mozeme vzt'ah (5.23) vzhl'adom na (5.10), (5.24) a (5.25) upravit’ na tvar
(0 +05)3, (5.26)

i=1

Hodnoty 6¢g; su nezavislé, preto ak ma rovnica (5.26) platit’ pre l'ubovol'né hodnoty dg;, musi
byt’ splnené

Qi + QD] = O ) i:1)2; ------ )n (5.273)

Rovnicu (5.27a) mézeme symbolicky pisat’ v tvare:

f;(F] ’ql’ql’ql’t):(); 121,2, ..... N n (527b)

Ak ,,n“ je poCet stupiiov vol'nosti vySetrovane] sustavy, potom rovnic tvaru (5.27) je prave
1 . Tieto rovnice predstavuju sustavu ,,n “ pohybovych rovnic. Ich rieSenie

q.=q,(t) ; i=12,..,n (5.28)
vyjadruje pohyb ststavy zavislostami zovSeobecnenych suradnic na Case.

Rovnice (5.27) st pre sustavy bez pasivnych odporov (s idealnymi vizbami) viastné pohybové
rovnice. Pri sustavach s pasivnymi odpormi su rovnice (5.27) hlavnymi pohybovymi
rovnicami, k ich prevedeniu na vlastné je potrebné vyjadrit’ pasivne odpory pomocou akénych
sil. K tomu je vSak potrebné urcit’ reakcie a teda aspoil niektory z ¢lenov sustavy uvolnit,
¢omu sme sa uvedenou metédou prave cheeli vyhnat'. Pri rovnovahe sustavy je O, =0.

Potom z rovnic (7.27) dostaneme
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0.=0, i=1,2,.n (5.29)

Su to viastné rovnovdzne rovnice sustavy. Umoziuju rieSit’ obidve zakladné ulohy statiky
pohyblivych systémov: urcit’ rovnovaznu polohu sustavy pri danych akénych silach a uréit
potrebné akéné sily pre dosiahnutie rovnovahy v predpisanej polohe (a teda riesit’ rovnovahu
tvarovo urcitych ststav ich prevedenim na pohybliva sustavu).

Princip virtudlnych prac je mozné potom vyjadrit’ vetou

"Mechanicky systéem sa pohybuje tak, aby sa virtualna prdaca efektivnych sil (vonkajsich
i zotrvacnych) na virtualnych posunutiach rovnala nule"

a matematicky zapisat’ v tvare
04=0 (5.30)
V zovS§eobecnenom vyjadreni

SA:Z(Qi —0Op;) 8y, (5.31)

Z(Qi —0Op;i)dg; =0 (5.32)

kde O, - zovSeobecnena pracovna sila pdsobiaca na i-té teleso
Op,; - zovSeobecnena d’Alambertova zotrvacna sila posobiaca na i-té teleso

dq; - zovSeobecnena suradnica elementarneho posunutia i-té¢ho telesa

Pre vSeobecny rovinny pohyb telesa plati:

S (FF = Fp)8s; +> (M =M p;)8¢p, =0 (5.33)
i i

kde Fl.P M iP — pracovné sily a momenty posobiace na i-te teleso

Fpi, Mp; — zotrvacné sily a momenty pdsobiaca na i-te teleso
J5;, op; - virtualne posunutie, pootoc¢enie i-teho telesa

L Pozndmka: Princip virtudlnych prdc je vyhodné pouZit' pri vySetrovani pohybu bodu
a rovinného pohybu telies, kedy st I'ahko vyjadritelné vysledné zotrvacné ucinky. RieSenie
touto metédou je vhodné najmid pre ststavy sidedlnymi védzbami. Postup rieSenia je
naznaceny v prikladoch 5.1 a 5.2.
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