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3 DYNAMIKA TUHEHO TELESA

V technickej praxi sa najcastejSie stretivame s posuvnym alebo rotatnym pohybom telies,
ktoré st popisané prislusSnymi pohybovymi rovnicami. V pripade vSeobecného rovinného
pohybu sa Casto vyuziva jeho rozklad na posuvny a rotacny pohyb. Potom je mozné pre
urcenie jeho vlastnosti vyuzit' poznatky o posuvnom a rotacnom pohybe telies.

3.1 POSUVNY POHYB TELESA

Pri posuvnom pohybe telesa mé spojnica jeho dvoch 'ubovolnych bodov vzdy rovnaky smer.
Ak drdhami vSetkych bodov telesa su navzdjom rovnobezné, voci sebe posunuté priamky,
potom teleso vykonava priamociary posuvny pohyb. Ak drahou vsetkych bodov su navzajom
posunuté rovinné krivky, potom ide o krivociary posuvny pohyb telesa v rovine a ak je drahou
vSetkych bodov priestorova krivka, potom teleso vykonava krivociary posuvny pohyb
v priestore. V$eobecne plati:

Teleso vykonava posuvny pohyb viedy, ak drahy vsetkych jeho bodov su rovnaké, navzajom
posunuté krivky a v kazdom okamihu su rychlosti a zrychlenia vsetkych bodov rovnake.

Staci poznat’ drahu, rychlost’ a zrychlenie jedného bodu telesa a posuvny pohyb celého telesa
je mozné urcit’ rovnako ako pohyb hmotného bodu, ktory je obvykle umiestneny v tazisku
a v nom je sustredend hmotnost’ telesa.

v, kr

Obr. 3.1

Pohybova rovnica pre vSetky druhy posuvného pohybu telesa:

F=ma 3.1)

kde F je vyslednica vietkych vonkajsich sil pdsobiacich na teleso,
m je hmotnost’ telesa,
a je zrychlenie 'ubovol'ného bodu telesa (uvazujeme t'azisko telesa).

Na zaklade 1. vety o pohybe taziska sustavy hmotnych bodov hybnost telesa H pri
posuvnom pohybe je:

H=mv (3.2)

kde v je rychlost’ taziska telesa (resp. lubovolného bodu telesa).
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Moment hybnosti Zo k uritému vztaznému bodu (napr. k bodu 0) pri posuvnom pohybe
telesa dostaneme aplikovanim zaverov z dynamiky stistavy hmotnych bodov:

Ly =7 xmvy (3.3)

kde 7 je polohovy vektor taziska telesa vzh'adom na vztazny bod,

m je hmotnost telesa,
vr je rychlost taZiska telesa.

Ak je vztaznym bodom tazisko T telesa, potom L=0. Nulovy je aj moment vonkajsich sil

k tazisku. Vysledna sila F musi potom prechadzat’ taziskom T telesa a momentovd pohybovd
rovnica ma tvar

M=0 (3.4)
Vysledna zotrvacna sila je dana suctom zotrvacnych sil jednotlivych hmotnych bodov
Fp=—[a dm=-may (3.5)

m
a predstavuje zotrvacnu silu hmoty celého telesa sustredent v tazisku 7.

Kineticka energia Ey pri posuvnom pohybe telesa je:

1 5

E, :Emv (3.6)

vyznam jednotlivych symbolov je ako v predchadzajicich vztahoch.

3.2 ROTACNY POHYB TELESA

Teleso vykonava rotaény pohyb, ak dva jeho I'ubovolné body telesa s pri pohybe trvale
v pokoji. Spojnica tychto dvoch bodov sa nazyva stala os otdcania alebo stala os rotacie
pohybu. Rotacny pohyb telesa okolo stalej osi rotacie je rovinny pohyb. Jednotlivé body telesa
sa pohybuju v navzdjom rovnobeznych rovinach, ktoré st ko/mé na os otacania.

Obr. 3.2
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Z kinematiky vieme, Ze kazdy bod telesa ma pri rotanom pohybe okolo stalej osi otacania
rovnakl uhlovu rychlost ® auhlové zrychlenie o, ktorych smer je rovnaky so smerom osi
otacania.

Rychlost TubovoI'ného bodu telesa pri rotatnom pohybe telesa (bod sa pohybuje po kruznici)
je dana vztahom: (obr. 3.2)

V=wXr (3.7)
kde 7 je polohovy vektor l'ubovol'ného bodu telesa.

Zrychlenie Tubovol'ného bodu telesa pri rotacnom pohybe telesa je:
a=—=axXr+wxv (3.8)

Pri rotanom pohybe telesa okolo stalej osi roticie je pri¢inou pohybu otdcavy ucinok
vonkajSich sil, ktory sa na zéklade 2. Newtonovho zdkona rovnd otacavému uc€inku
zotrvacnych sil telesa. Vel'kost' momentu zotrvacnej sily elementu dm k osi otacania sa rovna
sucinu tangencialnej zlozky zotrvacnej sily elementu a kolmej vzdialenosti elementu od osi
otacania (normalova zlozka zotrvacnej sily pretina os rotacie). Potom na zaklade obr. 3.2 je:

dM =dma, p (3.9)

kde a, je velkost tangencialneho zrychlenia elementu dm,

p = rsing@ - kolma vzdialenost’ elementu od osi otdc¢ania.

Velkost tangencidlneho zrychlenia na zaklade (3.8) je:

a=arsmp=ap (3.10)
pricom « je velkost’ uhlového zrychlenia.
Po dosadeni (3.10) do (3.9) je:

dM =adm p* =adl, (3.11)
kde d/, =dm p* je moment zotrvatnosti elementu k osi otacania.

Velkost’ vysledného momentu od zotrvacnej sily celého telesa potom je:

Mzozfdmp2 =al,
m (3.12)
kde I, je moment zotrvac¢nosti telesa k osi otdcania.

Rovnica (3.12) je pohybovd rovnica rotacného pohybu telesa okolo stalej osi otd€ania. Vo
vektorovom vyjadreni ma tvar:

M=Ia (3.13)

Zo vztahu (3.13) vyplyva, ze moment od vonkajSich sil k osi otdcania je vektor, ktory ma
rovnaky smer s vektorom uhlového zrychlenia & , t.j. s osou otacania.

Velkost momentu M od vonkajsich sil k osi otacania z sa rovna sucinu momentu zotrvacnosti
L, k osi otacania a velkosti uhlového zrychlenia c.
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Rovnicu (3.13) mézeme tiez zapisat’ v tvare

= 42 _dd-o) (3.14)
d¢ d¢

pri¢om po substiticii

L=1I1@ (3.15)
dostavame vzt'ah

— dL

M =— (3.16)

d¢

kde L je moment hybnosti telesa.

Moment hybnosti telesa L pri rotacnom pohybe okolo stdlej osi rotdcie sa rovnd sicinu
momentu zotrvacnosti telesa k osi otacania a uhlovej rychlosti @ .

Z rovnice (3.14) s ohl'adom na (3.16) dostaneme:
Mdt=d(I,@)=dL (3.17)

Lavéa strana rovnice (3.17) je impulz momentu vonkajsich sil, ktory sa rovna odpovedajicej
zmene momentu hybnosti d L .

Kineticka energia pri rotacnom pohybe telesa okolo stalej osi rotacie je dana vztahom

E,C:%J.dmv2

(3.18)
kde v je velkost’ rychlosti elementu dm.
Po dosadeni (3.7) do (3.18) s ohl'adom na obr. 3.2 je:
1 . 1 1
E = —a)z.[dm(rsmgo)2 = —a)z_[dmp2 =—1, W’
2 Z 2 (3.19)

3.3 VSEOBECNY ROVINNY POHYB TELESA

UvaZzujme teleso, ktoré sa pohybuje vzhladom na zakladny (inercidlny) priestor uréeny
stradnicovou ststavou 0(x, y, z) — obr. 3.3. Rovina v, ktora prechadza taZiskom telesa 7, je
jednou z rovin pohybu bodov telesa a priamka o na nu kolma je hlavnou centralnou osou
zotrvacnosti. Aby bol pohyb telesa rovinny, musi byt’ v§eobecna priestorova silova sustava

vonkajSich sil F, posobiacich na teleso nahraditelnd v tazisku 7 telesa vektorom jej
posuvného Gginku F = F,, ktory lezi v rovine v a vektorom jej otadavého uginku M,
nositel’kou ktorého je os o. Pri splneni tychto podmienok staci rieSit’ pohyb rovinného utvaru
U (priemet telesa do roviny v) v rovine V.

Teleso vykonava vSeobecny rovinny pohyb, ak nan silové ucinky pdsobia tak, ze drahy
vSetkych jeho bodov su rovinné krivky a roviny tychto kriviek su navzajom rovnobezné.
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Pri rieSeni uloh mdézeme potom volit’ siradnicovu ststavu 0(x, y, z) tak, aby
ollz; v=0(xy)

Z kinematiky vieme, ze pohyb rovinného Utvaru mézeme v kazdej okamzitej polohe rozlozit’
na posuvny pohyb ur¢eny pohybom l'ubovol'ného bodu utvaru (tzv. referenéného bodu) a na
rotaény pohyb okolo osi kolmej na rovinu pohybu a prechédzajicej zvolenym l'ubovol'nym
bodom tutvaru.

Obr. 3.3

Vzhl'adom na zjednoduSenie pohybovych rovnic je v dynamike vyhodné rozloZit' rovinny
pohyb telesa na posuvny pohyb urceny pohybom taziska telesa a na rotaény pohyb okolo
osi kolmej na rovinu pohybu prechadzajicej taziskom.

Potom na zéklade druhej vety o pohybe taziska sustavy hmotnych bodov (teleso je tieZ
sustava hmotnych bodov s ur€itymi podmienkami) a zdverov z dynamiky rotaéného pohybu
telesa okolo pevnej osi rotacie, pohybové rovnice vSeobecného rovinného pohybu telesa vo
vektorovom tvare st:

(3.20)

=Ira

= ™

kde F je vyslednica vonkajsich sil,
m je hmotnost’ telesa,
ar je zrychlenie t'aZiska,
M je moment vonkajsich sil k osi rotaéného pohybu iducej cez tazisko,
I, je moment zotrvacnosti telesa k osi rotatného pohybu iducej cez tazisko,

a je uhlové zrychlenie.

Po skalarnom vynéasobeni prvej rovnice (3.20) jednotkovym vektorom i a j adruhej

rovnice jednotkovym vektorom k dostaneme tri pohybové rovnice vieobecného rovinného
pohybu telesa v skalarnej forme:
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Fx =mdry
F,=may, (3.21)

Kineticka energia Ey vSseobecného rovinného pohybu telesa sa rovna suctu kinetickej energie
posuvného pohybu t'aziska a kinetickej energie rotacného pohybu telesa okolo osi idicej cez
tazisko kolmo na rovinu pohybu.

1 > 1 5
E =—mvi+—I1 o 3.22
k=Smvrt oy (3.22)

Moment hybnosti L vseobecného rovinného pohybu telesa vzhl'adom na vztazny bod sa
rovnd suctu momentu hybnosti posuvného pohybu taziska telesa k vztaznému bodu

a momentu hybnosti rotaéné¢ho pohybu telesa okolo osi iducej cez tazisko kolmo na rovinu
pohybu.

L=rxmv,+I;@ (3.23)

kde r; je polohovy vektor taZiska telesa vzhl'adom na vzt'azny bod.
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 3.1: Posuvné dvere (obr. 3.4) o hmotnosti m a rozmeroch ) x 2A su zavesené na
vodorovnom nosniku. Na pravej strane su zavesené na kladke B so zanedbatelnymi odpormi
ana lavej strane st zavesené pomocou Smykového zdvesu A so sucCinitelom Smykového
trenia f. V lane pripojenom ku kladke st dvere tahané konStantnou silou F, ktora zacne
posobit’ v ¢ase ¢ = 0 s, kedy st dvere v pokoji. Urcte akym zrychlenim ar, sa budu dvere
pohybovat’ a za aky Cas sa dvere presunu tak, aby uzavreli otvor Sirky /o.

[y [

ro

= (m)

Obr. 3.4

RIESENIE: Nakreslime obrazok uvolnenia (obr. 3.5). Vbode A4 Smykova vizbu
so sucinitel'om Smykového trenia f nahradime trecou silou F;4 posobiacou proti pohybu dveri
areakciou od podlozky N,4. V bode B posobi sila v lane F, ktora uvedie dvere do pohybu.
Pasivne odpory v bode B zanedbame. Uvazujeme iba reakciu od podlozky Np. V tazisku
dveri posobi tiazova sila G. V pripade pdsobiacej sily F' dvere konaji posuvny pohyb, pri
rieSeni preto s vyhodou volime kartézsku suradnicovu sustavu.

y
l; [, -
F A B
< 14 ‘@ F
v
NA NB
A 1
-~
\
1 X
G
= y
\/
< l() >
Obr. 3.5
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Zrychlenie dveri ar, acas ¢, za ktory dvere uzatvoria otvor Sirky /y, ur¢ime z pohybovej
rovnice. Na zéklade obrazku uvolnenia zostavime pohybovi rovnicu v smere osi x, ktora
popisuje horizontalny pohyb dveri a podmienky rovnovahy:

ZF;'x: marpy, F—F4 =mar, (a)
> F,=0; N, +Ng—G=0 (b)
> M;r=0; — Nyl +Nply = F(hy+ 1y +h)+ F,4(hy + h)=0 (c)

Vzhladom na to, ze tri rovnice (a), (b), (c¢) obsahuju Styri nezndme: ar., N4, Np, Fii j€
potrebné z dovodu riesitelnosti sustavy rovnic formulovat’ doplnkova rovnicu:

Fiy=f Ny ()
Z rovnice (b) vyjadrime silu Np
Np=G-Ny (e)

Dosadenim (d) a (e) do (c) su vypocitané normalové sily v bodoch 4 a B:
L+l —f(hy+h)

v, =S o+ W) mg + Flg +h+ 1)
5 L+ —f (hy+h)

Z pohybovej rovnice (a) po dosadeni F4 je vyjadrené zrychlenie dveri:

_Fl+h+fr)-mgfh
L+l —f(hy+h)

()

ary

Vzhl'adom na to, ze vSetky Cleny na pravej strane su konstanty, je zrejmé, ze aj zrychlenie ar,
musi byt konStantné. Z toho doévodu pre uvazované podmienky konaji dvere rovnomerne
zrychleny pohyb. Zrychlenie dveri moZno vyjadrit’ tiez vS§eobecne v tvare:

_dvTx
dz

Odkial’ po separécii premennych a néslednej integracii v prislusnych hraniciach je vyjadrena
rychlost’ posuvného pohybu dveri

ary

VIx t
dVTx:aTxdt = .[ dVTx:J‘aTxdt = VTx:aTxt
0 0
Ak rychlost’ nahradime jej vS§eobecnym vyjadrenim:
l t 2
dx 2 t
—=apt potom Idx=IaTxtdt = ly=ap, —
d¢ 0 0 2
, . , 21, , . ,
Poslednt rovnicu upravime na tvar ¢= |[=2 a po dosadeni (f) za ar, je Cas potrebny pre
ary

uzatvorenie otvoru Sirky /p vyjadreny vztahom:

Py Lh+bh—f(hy+h)
0 Flh+hL+fr)-flhmg
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ROTACNY POHYB TELESA

PRIKLAD 3.2: Uréte velkost’ hnacicho momentu 4, pod vplyvom ktorého sa otada disk
o polomere R a hmotnosti m okolo stélej osi rotacie podl'a vztahu ¢ = 47, Tazisko disku leZi
na osi rotacie (obr. 3.6). Trenie v Cape zanedbajte.

Dané: ¢ = 47 [rad]
R, m
Hl'adané: M,

i
Obr. 3.6

RIESENIE: Pouzijeme metddu uvolnenia arie$enie pomocou pohybovych rovnic. Disk
uvazujeme ako teleso v rovine, ktoré ma tri stupne volnosti a kond pohyb rota¢ny. Teleso
uvolnime — obr. 3.7. V pripade, ak nas nezaujimajui reakcie vo vézbach, staci zostavit' len

momentova pohybovil rovnicu.

Zakladna pohybova rovnica vo vektorovom tvare:

M=Ia

Skalarna momentova pohybova rovnica k osi rotacie:

2 Mip=Ira
M,=Ira
e Obr. 3.7
kde pre /7 - moment zotrvacnosti valca k osi rotacie, ktora prechadza t'aZiskom plati:
Ir e
2 (a)
potom
| )
Derivaciou rovnice uhlovej drahy telesa ¢ = 412 dostaneme rovnicu uhlovej rychlosti:
._dy —1]
w=p=—=8t|rad.s ¢
o= (c)
Derivéciou rovnice uhlovej rychlosti telesa @= 8¢ dostaneme rovnicu uhlového zrychlenia:
. . do _1]
a=w=p=——=8|rad.s d
o= (d)
Dosadime (d) do (b):

Mh:%mR28:4mR2
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PRIKLAD 3.3: Valec tiaze G = 1000 N apolomeru R = Im sa otada okolo osi
,,0" konstantnymi ota&kami ng = 3000 ot.min”' (obr. 3.8). Aké otacky dosiahne za Gas ¢ = 10 s,
ak nan za¢nu posobit’ sily, ktorych moment k osi otdcania je M, = 1000 N.m. Urcte tiez otacky
valca za Cas ¢t = 10 s, ak na valec pOsobia brzdiace sily, ktorych moment k osi otacania je
1000 Nm. Pocas rozbehu a dobehu uvazujte s konStantnym uhlovym zrychlenim.

Dané: G =1000 N, » = 1m, no = 3000 ot. min'l, t=10s, M, = 1000 N.m, o = konst.
Hrladané: a) otacky pri rozbehu n, =?
b) otacky pri brzdeni n, =?

RIESENIE: Valec kona rovnomerne zrychleny, resp. spomaleny rotaény pohyb okolo stalej

3

osi rotacie ,,0“. Ulohu rieSime pomocou pohybovych rovnic. VysSetrit' potrebujeme
kinematické veli¢iny rotacného pohybu, zostavime preto len momentovi pohybovu rovnicu.

Zakladna pohybova rovnica vo vektorovom tvare
M=Ia

Moment zotrva¢nosti homogénneho valca k osi ,,0

Iozlmrzzl-gr2 (a)
2 2 g !
Uhlova rychlost’ na zaciatku rozbehu (dobehu) v Case #) = 0 s: : 1,
27n A
=" (b) L
60 r
Uhlova rychlost’ v ¢ase £ = 10 s od zaciatku rozbehu (dobehu): i
2rn
®,= ZZ;’" resp. = <0 . () Obr. 3.7

Zostavime momentové pohybové rovnice pre jednotlivé pripady pohybu. Dany je Cas zmeny

. , , do
otacok, uhlové zrychlenie preto nahradime zakladnou rovnicou uhlového zrychlenia & :Z .

Valec sa rozbieha Valec spomal’uje
M,=1,a -M,=1,a
do do
Mo=loar Moo
t ), t wy,
M, [di=1, [de -M, [di=1, [do
t0=0 600 10:0 COO
M, t=1,(o, — o) -M,t=1,(w, —ay)
M,t M, t
a)},:a)o+ a),=a)0— 7

o o

10
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Po zohl'adneni (a), (b), (¢) dosadime dané hodnoty a vypocitame:

27zn,=27zn0+2gM0t 27n, _27mny 28M,t
60 60 Gr? 60 60 Gr?
7Gr 7Gr
.1000.10.9.81 . 10.
nr:3000+60 000 029,8 nb=3000_60 1000.10.9,81
77.1000.1 7.1000.1
n,=4873,5 ot.min ! n,=1126,5 ot.min !

PRIKLAD 3.4: Vrtula veternej elektrarne sa vplyvom vetra v danom &asovom okamihu
pohybuje uhlovou rychlostou ® (obr. 3.9a). Ak vietor ustane a nastane bezvetrie, vrtula
za¢ne rovnomerne spomal'ovat’ vplyvom trecicho momentu v ¢ape (obr. 3.9b). Urcte pocet
otoCeni vrtule veternej elektrarne do zastavenia a ¢as do zastavenia, ak pozndme moment
zotrvacnosti vrtule k osi otacania /, polomer apu 7., koeficient capového trenia f: a vysledna
reakcia v €ape je rovna tiazi vrtule g. Odpor vzduchu zanedbajte.

Obr. 3.9

RIESENIE: Na zadiatku v ¢ase 7y = Os mé vrtula veternej elektrarne uhlovi rychlost
w9 = . Uhol pootoCenia v danom casovom okamihu (na zaCiatku deja) povazujeme za
nulovy ¢y = 0.

Na konci deja (v okamihu zastavenia) je uhlova rychlost’ w.,;; = @; = 0 a uhol pootocenia
vrtule nech je ¢.. = @1.

Na vrtul'u pdsobi pocas zastavovania len ¢apovy moment M = konst., pricom plati:
Mc' =T ﬁ R
Po dosadeni za vyslednt reakciu v ¢ape R = G ma vzt'ah pre apovy moment tvar:

Mgz 7"5](;7 G

a) RieSenie pomocou pohybovych rovnic

Urcenie poctu otoceni vrtule do zastavenia

V okamihu, ked’ prestane fukat’ vietor, vrtul'a zacne spomalovat. Vychadzame zo zakladne;j
pohybovej rovnice pre rotaény pohyb.

11
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M =la (1)

Z obrazka uvolnenia (obr. 3.9b) vyplyva, ze na vrtulu posobi len konStantny moment
capového trenia, ktory je orientovany proti pohybu vrtule, preto jeho znamienko po dosadeni
do pohybovej rovnice bude zaporné.

2
Dalej vyuZijeme tzv. rozsireny vzt'ah pre uhlové zrychlenie
odw
e
v 3)
Dosadenim (3) do (2)
d
—r £ G=1252 /dg
do

-1 f,Gdp=1wdw

P 0
—rcvféG_[d(o:I.[a)da)
0 10}

2
@
~1eJeOp=10-=-)

2

VéﬁG¢1:1w_
2
2
0]
o=l —
21, 1+ G

Pri jednom otoceni sa vrtula veternej elektrarne pootoc¢i o uhol 360° (p=27). Po ,N“
otoceniach je uhol potocenia, resp. uhlova dréha sprievodica 'ubovol'ného bodu vrtule

@1 =27N;
potom pocet otoceni ,,N* na zdklade zndmeho uhla urc¢ime

N=£L
2
B o’
2721 f: G

I o°

T 472G, f
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Urcenie casu vrtule do zastavenia

Tato Cast’ ulohy suvisi s Casom, preto vyuzijeme zakladny vzt'ah pre uhlové zrychlenie

do
“Tar
4)
a dosadime do zékladnej pohybovej rovnice rotaéného pohybu (2)
do
-1 f:G=1— /.dt
2Je dt
4 0
—r; [ G[dt=I[dw
0 w
-7 [:Gt; =1(0—w)
lo
tl ==
Grs f;
b) RieSenie pomocou ziakladnych viet dynamiky
Urcenie poctu otoceni vrtule do zastavenia suvisi s urcenim uhlovej drdhy.
Na rieSenie pouZijeme Vetu o zmene kinetickej energie rotujuiceho telesa.
dEy=d4, resp. dE, =jMd§0
alebo
AE, =4 (%)
Kinetické energia telesa vykonéavajiceho rotaény pohyb
1
E, =—Io* (6)
2
Praca telesa vykonavajiceho rotaény pohyb
A=[Mde ™)
Po dosadeni (6) a (7) do (5)
1 : 1 ) Pron
gpzacv

Na zaklade zadania plati:

1 »
0——Iawy = _[—Mcv de
2 0

13
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1 5 (%]
2 0
Lo =
7 ¢ q)l

%IQZZFéﬁG%

2

o
= 21 f: G
Pocet otoceni ,,N**:
@1 =2xN;
vo@
2
3 [o*
2721 [5G
B [ &*
_47rGréfé

Urcenie casu vrtule do zastavenia pomocou Vety o zmene momentu hybnosti rotujuceho telesa

S

alebo

AL = [M dt

Pre moment hybnosti rotujiceho telesa plati

L=1w
Dosadenim (10) do (9)
t kon

[0y —1 0,06 = [Mdi

tzac¢

(8)

)

(10)

Na zaklade zadania (v momente zastavenia je rychlost’ nulova) plati:

h
0—lo=[-M,dt
0

0—Jw=-M[dt
0
4!
]w—réféGI dt
0
lo=r: .Gt

14
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PRIKLAD 3.5: Homogénna ty¢ OA tiaze G a dizky [ je v kibe O zavesena na vodorovnej osi
otacCania a zaCne padat’ z vodorovnej polohy bez pociatocnej rychlosti (obr. 3.10). Urcte
uhlovu rychlost’ a uhlové zrychlenie ty¢e v zavislosti od uhla ¢.

RieSenie: TyC kona rotacny pohyb okolo stalej osi rotacie O. Rotany pohyb je vyvolany
momentom od vlastnej tiaze tyCe. Zavislost’ uhlového zrychlenia na uhlovej drdhe (uhol @)
tyce odvodime zo zakladnej momentovej pohybovej rovnice.

Pohybova rovnica vo vektorovom tvare:

M=Ia

Momentova pohybovéa rovnica v skalarnom tvare
k osi ,,0* prechadzajucej bodom O:

zMiozloa (@)

Pre moment zotrvacnosti homogénnej tyce
zanedbateI'ného prierezu k osi prechadzajuce;j jej

krajnym bodom plati: Obr. 3.10
%:lmﬂzlgﬂ (b)
3 3¢g

Dosadime (b) do (a) a na zéklade obrazku uvolnenia tyce v jej vSeobecnej polohe (obr. 3.10)
upravime pohybovu rovnicu na tvar:

Gcos¢£=lglza

3g
Odvodime zavislost’ a= f (go)

a:3gcosq0

Y (©)

Pre hl'adanu zavislost w= f ((0) nahradime v (c) uhlové zrychlenie tzv. rozsirenou definiciou
(rovnicou) uhlového zrychlenia a:d—. Rovnicu (c) upravime separaciou premennych

a integrovanim.

wd_a):3gcosg0
do 21

® 3g<p
odw=—=|cosp
)

3g .
—===sin
2 Y
w= 3Tgsingo
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VSEOBECNY ROVINNY POHYB TELESA

PRIKLAD 3.6: Valec o hmotnosti m a polomere R sa na jednom konci odvija lanom a je

pusteny vol'nym padom zvislo nadol. Urcte velkost’ sily v lane Fj, uhlové zrychlenie o
a zrychlenie t'aziska valca ar ?’?

Dané: m, R

Hradané: F, a, ar

Q

\ 24
a) b)
Obr. 3.8

RIESENIE: Teleso uvolnime — obr. 3.11b. Zmysel pohybu zakreslime podla skutocnosti.
Valec kona vSeobecny rovinny pohyb VRP, pri€om sa v danom okamihu vzhl'adom na ram
otaéa okolo okamzitého stredu otadania K. Tazisko T zvolime za referenény bod a vysledny
pohyb valca rozlozime na translaény pohyb taziska 7' arelativny rotacny ostatnych bodov
telesa okolo osi iducej taziskom.

Tazisko valca kond priamogiary pohyb smerom dolu. Os y volime tak, aby bola totozna
s drahou taziska. Kladny zmysel stradnicovej osi y volime suhlasne so zmyslom pohybu
taziska 7.

Pohybové rovnice pre VRP vo vektorovom tvare:

F=mar (a)
My=I, @ (b)
Skalarne priemety pohybovych rovnic do smeru osi x, y a osi rotacie:
2 F=0; 0=0 (©)
2 Fy=mar; G- F=mar (d)
2 Mir=Ira; L R=Ira (e)
: o [
Moment zotrvac¢nosti valca k osi 1ducej taziskom 7: Iy =5 mR 63)
Pre VRP valca musi byt’ splnena podmienka valenia: ar=aR (g2)

Hrladané veli¢iny dostaneme rieSenim ststavy rovnic (c), (d), (e), (f), (g). Dosadime (f) do (e)
FR=Ira

FZR:%mRza

Ez%mRa (h)

16
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Dosadime (h) do (d) a odvodime vzt'ah pre uhlové zrychlenie o

G-F=may

G—%mRazmaR

1
mg—EmRa:maR

2g—-Ra=2Ra

_2e

20=3R«c = o=
& 3R

(1)

Dosadenim (i) do podmienky valenia (g) arovnice (h) vypocitame zrychlenie taziska ar
a silu v lane F}

2g
a =0(R=—R = ar=—
T 3R T 3g
F,—lmRoc=lmR2—g=l g = F=—G
2 3R 3

PRIKLAD 3.7: Teleso odstupiiovaného priemeru sa pohybuje po naklonenej rovine
posobenim vlastnej tiaze G a vonkajsej sily F . Vypoditajte velkost uhlového zrychlenia o
telesa a tahovej sily v lane F;.

Dané: m, R, 1, f, B, ir
Hladané: o, F;

Obr. 3.12

RIESENIE: Teleso uvolnime — obr. 3.13. Zmysel pohybu valca nakreslime podla
skutocnosti. Valec kona vSeobecny rovinny pohyb (VRP) s okamzitym stredom otacania
v bode K. Vysledny pohyb valca rozlozime na translacny pohyb taZiska 7" valca a relativny
rotacny pohyb telesa okolo osi iducej taziskom 7.

S vyhodou volime suradnicovu sustavu tak, aby os x prechddzala taziskom valca a jej smer
a orientaciu volime suhlasne so smerom a zmyslom priamociareho pohybu t'aziska 7.

Pohybové rovnice pre VRP telesa vo vektorovom tvare:
F=may (a)
My=I, & (b)
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Skalarne priemety pohybovych rovnic do smeru osi x, y a osi rotacie:

> F.=may; F—-F -F+Gsmf=mar (c)
2Fiy=0; Fy—Geceos =0 (d)
2 Mip=Ira; Fr+F R-F R=Ira (e)
Doplnkové rovnice:
Moment zotrvacnosti valca k osi iducej taZziskom T+ Ir=m iT2 (f)
a
Pre VRP valca musi byt’ splnena podmienka valenia: ar=aR; resp. A= ?T ()
Ak z (d) vyplyva
Fy =Gcos f=mgcos f3 (h)

Potom pre treciu silu plati
F,=fFy=fmgcos Q)

Vypocet velkosti tahovej sily F; vo vonkajsej viizbe
lanom a uhlového zrychlenia « .

Riesime sustavu rovnic (c) - (1).

F,R-Fr+mi;*a

2(e) F= -
Dosadime do (c) Obr. 3.13
.2
R-F .
F—Gcosﬂf—(F’ ;+sz aJ+Gsmﬁ:maT
.2
F—Gcosﬂf—(Gcos'BfR RFr+sz a]+Gsin,B:mR0{

FR—-Gceos BfR—Geos B f R+ Fr—mip* a+Gsin SR=ma R>
F(R+r)—ngcosﬂfR+mgsin,b’R=miT205+m05R2
F(R+r)—2mgcosﬁfR+mgsinﬂR

Q8 m(R2+iT2)
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