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4 DYNAMIKA SUSTAV TELIES

Strojové zariadenia, s ktorymi sa v praxi stretdvame, je mozné povazovat za mechanické
suistavy r0zneho stupiia zloZitosti. Ulohou dynamiky je popisat’ dynamické vlastnosti alebo
tiez charakteristiky vySetrovanej mechanickej sustavy. Zakladom pre uspesné rieSenie
problémov dynamiky je zostavenie vhodného dynamického modelu popisujiceho mechanicku
sustavu, z ktorého vyplyvaju parametre potrebné pre najdenie neznamych veli¢in. K takymto
parametrom patria napr.: udaje o silovych, hmotnostnych a kinematickych veli¢inach, ako aj
prenos silovych a kinematickych veli¢in medzi telesami navzajom.

Na zaklade dynamického modelu zostavujeme pohybové rovnice, ktoré tvoria matematicky
model dynamickej sustavy. Ich rieSenim dostaneme hladané veli¢iny, ktoré spolu s danymi
vstupnymi veli¢inami charakterizuju dynamicky stav posudzovanej sustavy. Pri zostavovani
a rieSeni pohybovych rovnic je obvykle potrebné zaviest’ urcité zjednodusujuce predpoklady,
ktoré st volené tak, aby ¢o najmenej ovplyvnili presnost’ rieSenia.

Pri rieSeni problémov dynamiky existuji dva typy uloh:

— Zo znamych sil je potrebné stanovit pohyb sustavy.
Pohyb dynamickej ststavy je vySetrovany na zaklade znamych akénych silovych ucinkov.
Patri tu vySetrovanie rozbehu a dobehu strojov, nerovnomernosti chodu strojov a hl'adanie
moznosti znizovania nerovnomernosti chodu strojov.

— Pre pozadovany pohyb je potrebné urcit silove ucinky potrebné na jeho vyvodenie a
udrZanie.

Pohybové rovnice mechanickej sistavy mézeme urcit’ nasledujicimi metodami:

— Metoda postupného uvolnovania.

— Princip virtualnych prac.

— Lagrangeove rovnice Il. druhu.

— Metoda redukcie hmotnostnych a silovych velicin.

METODA POSTUPNEHO UVOLNOVANIA

Tak ako v statike, aj v dynamike je metdoda uvolnovania jednotlivych telies zakladnou a tiez
najuniverzalnejSou metdédou dynamického vypoctu. Uvedenou metddou menime ulohu
o skimani pohybu mechanickej sustavy na skimanie pohybu jej jednotlivych telies. Na
rozdiel od statiky, namiesto statickych podmienok rovnovahy rieSime pohybové rovnice pre
posuvny a rotacny pohyb jednotlivych telies.

Pohybové rovnice zostavujeme obvykle metodou zrychlujucich sil. Ak pouZijeme
d’Alembertov princip, rieSime tzv. ,rovnice dynamickej rovnovahy‘ zostavené metodou
zotrvacnych sil, v ktorych st zahrnuté tiez zotrva¢né sily a momenty. Metoda je vhodné pre
vSetky druhy mechanickych ststav, dokonca 1 pre tie, u ktorych je do dynamického modelu
zahrnuté trenie. S vyhodou je mozné pouzit’ tito metddu pri vySetrovani sustav, kde chceme
poznat’ vizbové silové ucinky.
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Princip metédy postupného uvolnovania

Pri vlastnom rieSeni postupujeme tak, ze jednotlivé telesa uvol'nime vo v§eobecnom ¢asovom
okamihu. Uvolnené telesa sa potom pohybuju ako telesd, na ktoré posobia nielen prislusné
vonkajsSie (akéné) sily, ale aj reakcie (reakéné sily vo vdzbach) od ostatnych telies, ¢i ramu,
s ktorymi bolo teleso viazané kinematickymi dvojicami.

Pocet stupnov vol'nosti pohybu vySetrovanej sistavy je dany poctom nezavislych suradnic —
tzv. zovseobecnenych suradnic ¢;. Ide o stradnice, jednozna¢ne urcujuce polohu vysetrovanej
ststavy. Mozu nimi byt’ stradnice dizkové (¢; = x;) ako i uhlové (¢; = ¢;), pricom i = 1,....n
je pocet stupniov vol'nosti pohybu sustavy. VSetky ostatné (pomocné) suradnice su uz zavisle
na zvolenych zovseobecnenych suradniciach a pripadne tiez na Case .

Sustavy s jednym stupiiom volnosti maju vzdy iba jednu nezavislu suradnicu g. Okamzita
poloha jednotlivych telies je uréend polohovymi vektormi ; ich bodov, ktoré moézeme

vyjadrit’ v zavislosti na zovSeobecnenej stiradnici a Case.
r.=r.(q,t) 4.1)
J J
Derivaciou zov§eobecnenych suradnic podla ¢asu vypocitame hl'adané rychlosti a zrychlenia

=7,(4,4-1) (4.2)
= 7:(4,9>G51) (4.3)

R

Uvazujme pohybliva rovinnu ststavu telies konajucich posuvny, rotaény alebo vSeobecny
rovinny pohyb. Pohyb kazdého j-teho uvol'neného telesa, na ktoré posobi ,,k “ sil a momentov
popiSeme pohybovymi rovnicami pre posuvny arotacny pohyb. V pripade vSeobecného
rovinného pohybu (VRP) rozlozime vysledny pohyb telesa na posuvny pohyb jeho taziska
arotany pohyb telesa okolo osi roticie prechadzajicej jeho taZiskom. Pohybové rovnice
doplnime kinematickymi zavislostami (vdzbové podmienky) a zavislostami zo statiky
(statické podmienky rovnovahy, vzt'ahy pre pasivne odpory).

Pre jednotlivé uvolnené telesa zostavujeme pohyboveé rovnice metodou zrychlujucich sil:

ZZF}k =2.m; a,
Jj k J

pre k sil pdsobiacich na telies, (4.4)
ZZMjk_Z[J a; . :
J ok J pre kK momentov posobiacich naj telies, (4.5)
alebo metodou zotrvacnych sil
> Fy+ X, =0
j ok J pre k sil posobiacich na j telies, (4.6)
> My+ ¥ M, =0
J ok J pre k momentov posobiacich na j telies. 4.7)
kde m - hmotnost’ j-teho telesa (jeho taziska) konajuceho pohyb posuvny (VRP),
a;- zrychlenie j-teho telesa (jeho taziska) konajiiceho pohyb posuvny (VRP),
I.- moment zotrvacnosti j-teho telesa sustavy konajuceho rotaény pohyb k osi

rotacie, resp. VRP k osi rotacie prechadzajucej taZiskom,
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a;- uhlové zrychlenie j-teho telesa sustavy konajiceho rotaény pohyb k osi rotacie,

resp. VRP k osi rotacie prechadzajticej taziskom,
F k- k-tasila posobiaca na j-te teleso v smere posuvného pohybu,

M jk - k-ty moment posobiaci na j-te teleso v smere rotaéného pohybu,

F, pj- zotrvacna sila pdsobiaca na j-te teleso konajuceho posuvny pohyb (VRP),

M pj- zotrvany moment posobiaci na j-te teleso konajuce rotacny pohyb.

METODA REDUKCIE HMOTNOSTNYCH A SILOVYCH VELICIN
4.1.1 Princip metédy redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in

Ak je cielom dynamickej analyzy len urcenie pohybu mechanickej sustavy pri zndmych
vonkajSich silovych tcinkoch alebo naopak (reakcie vo vdzbach néds nezaujimaju), mozZzeme
pouzit’ jednoduchsie rieSenie metddou redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in, pri ktorej
zostavujeme len jednu pohybovi rovnicu.

Metoda redukcie hmotnostnych a silovych velicin je vyhodna pre rieSenie uloh dynamiky
sustav telies s jednym stupfiom vol'nosti pohybu. Pohyb tejto mechanickej sustavy je mozné
vyjadrit pohybom mysleného ¢lena, ktory sa pohybuje zhodne so zvolenym zdkladnym
clenom sustavy, na ktory redukujeme vSetky zotrvacné ucinky a vSetky pracovné silové
ucinky. Za zdkladny c¢len volime obvykle hnaci alebo hnany ¢len, ktory kona rota¢ny pohyb,
alebo posuvny pohyb.

Vychadzame z vety o zmene kinetickej energie sistavy telies v tvare:

dE, _
kK _p 4.8
4 (4.8)

Casovad zmena kinetickej energie sustavy je dana okamzZitym vykonom pracovnych sil.

Dalej vychadzame z predpokladu, Ze sistava telies je zvidstnym pripadom siistavy hmotnych
bodov. Ak ma sustava ,,N* hmotnych bodov jeden stupenn volnosti pohybu, je jej poloha
jednoznacne urcena jedinou zovseobecnenou suradnicou q (g je prislusna rychlost, g je
prisluSné zrychlenie). Poloha j-ttho hmotného bodu hmotnosti m; je dand polohovym
vektorom

v, = Fj(q), Jj=12,..... , N (4.9)
a bod ma rychlost’
—\2
dr; dr;
— J - 2 =2 J .2
V., =—¢q; V=V =| — 4.10
[y q =V ( dqj q (4.10)
Potom mdzeme vyraz pre kinetickii energiu mechanickej sustavy upravit nasledovne
P LB I [dfj)z P win)
k= —m.yv, =— m.| — q .
j=12 7] 2 j=1 / dq
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Vyraz v hranatej zatvorke je len funkciou ¢. Ak ho oznacime M*(g) anazveme
zovSeobecnenou redukovanou hmotnostou mechanickej stistavy, potom

I )
Ey =M (@) §° (4.12)

Derivaciou zlozenej funkcie Ej; podla Casu (derivacia sucinu) dostadvame

_! Mg 2q Y4
& 2 @ M@y,

d :
RozSirenim prvého scitanca o zlomok d—q sa jeho hodnota nezmeni

q

dE, 1dM*(q@)dq ., 1 . .. dg
e LM @49 42 Lngyng 94
dt 2 dr dq@ 2 di

Upravou dostavame

dE, 1dM*(q)dq ., « . dg
dt 2 dg dtq @4 d¢

Derivéacie podl'a ¢asu je mozné zapisat’ v tvare

dg _ .

_ dq'_..
ar 7 ’ B

a1

Potom rovnica (4.12) nadobuda tvar

dE, ldM*(q)
d¢ 2 dg

q*+M’(q) qjq (4.13)

Podobne okamZzity vykon pracovnych sil posobiacich na jednotlivé ¢leny mechanickej sustavy
je mozné vyjadrit’ v tvare

N N dr
Pr=3F’y, =y Fr 14
j=1 : j=1 dt dq
N _ _dr.
PP = ZFJ_PL q (4.14)
=17 dg

kde  7; s polohove vektory posobisk pracovnych sil FJP ,
v, st rychlosti tychto posobisk.

Ak vyraz v zatvorke ozna¢ime Q a nazveme zovseobecnena redukovana sila, potom

PP=0¢g (4.15)
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Na zéklade uvedenych rovnic (4.13) a (4.15) a po ich dosadeni do rovnice (4.8)

[ldM @) .2

2 dg +M(q)qu Qq /-

je mozné vztah pre viastni pohybovii rovnicu sustavy s jednym stupiiom volnosti pohybu
zapisat’ v tvare:

1dMm”
M G+——— ' 4.16
q 2 dg ‘] =0 (4.16)

* . W 14 r
kde M je zovSeobecnena redukovana hmotnost,
0 - zovSeobecnena redukovana sila,
q - zovSeobecnend stradnica.

Rovnica (4.16) je zédkladnou rovnicou metody redukcie hmotnostnych a silovych velicin, ktoréd
vyjadruje zavislost' zovSeobecnenej hmotnosti sustavy redukovanej na zovSeobecnenu
suradnicu g a zovSeobecnenej sily danej redukciou pracovnych sil na tlito suradnicu.

Rovnica (4.16) ma vSeobecnu platnost’, pretoze v praxi existuju sustavy, ktorych hmotnost’ sa
s prejdenou drahou meni. Napriklad autd, rakety, lietadld, pri ktorych dochddza k ubytku
hmotnosti vplyvom spalovania pohonnych latok.

Pri sastavach, ktorych hmotnost’ sa s prejdenou drahou nemeni, pre ktoré potom plati

M (g) =konst., je druhy ¢len rovnice (4.16) rovny nule

1dM .,
2 dg &

a pohybova rovnica sa potom zjednodusi na tvar:

M§=0 (4.17)

Zakladny princip rieSenia dynamiky mechanickych sustav metdodou redukcie hmotnostnych
a silovych veli¢in je mozné¢ definovat nasledovne:

Princip metédy redukcie - Pohyb mechanickej sustavy je vyjadreny pohybom mysleného
clena, ktory sa pohybuje zhodne so zvolenym zdkladnym clenom sustavy, na ktory redukujeme
vSetky zotrvacné ucinky a vsetky pracovne silové ucinky.

Zovseobecnenu redukovant hmotnost® M * uréujeme z rovnosti kinetickej energie pévodnej
mechanickej sustavy a nahradného redukovaného clena,

¢o mdzeme vyjadrit’ rovnicou:

M =3t
= m -v- (4.18)
2 ]:12
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Zovseobecnenu redukovanu silu Q urcujeme z rovnosti okamzitého vykonu pracovnych sil
posobiacich na sustavu a vykonu hladanej zovseobecnenej sily Q.

N _
Qq=2F;v,
j=1 (4.19)

Zovseobecnenu redukovanu silu Q moézeme urcit’ tiez z rovnosti elementarnych (virtualnych)
prac pracovnych sil pdsobiacich na povodnil ststavu a elementdrnej (virtudlnej) prace
hl'adanej zovSeobecnenej sily

Qdq =Y F/dr, (4.20)
J
resp.

Q8q=) F/5F, (4.21)
J

Poznamka: Namiesto elementarnych prac mozeme hovorit' o pracach virtualnych, pretoze
v nasom pripade je skutocny pohyb vidy jednym z moznych pohvbov. Pri vSeobecnom rieseni
Jje nutné vychadzat z virtualnych pohybov - rovnica (4.21).

4.1.2 Aplikacia metody redukcie pri rieSeni rovinnych sustav telies

Metdda redukcie hmotnostnych a silovych velicin (MRHSV) je vhodna pre netlmené ststavy
(neuvazujeme vplyv pasivnych odporov). Pouziva sa v pripade, ked’ chceme zistit' len jeden
kinematicky alebo silovy parameter. Pomocou tejto metody nie je mozné vypocitat’ vnutorné
silové ucinky. Za redukovany ¢len, t.j. ¢len. na ktory redukujeme silové a hmotnostné ucinky
telies sustavy, volime obvykle hnaci ¢len ststavy, ¢o vSak nie je vSeobecnd podmienka.

Rovinnu sustavu telies tvoria telesa, ktor¢ mdézu konat” pohyb posuvny, rotaény alebo
vieobecny rovinny. Zovseobecnenou suradnicou moze byt potom dizka alebo uhol. Ak touto
suradnicou oznacime polohu posuvajiceho sa telesa, resp. posuvajuceho sa zvoleného
hmotného bodu alebo rotujuceho telesa (obr. 4.1), hovorime o redukeii na:

a) rotujuci kotuc,
b) posuvne pohybujici sa clen (teleso, hmotny bod),
¢) hmotny bod pohybujuci sa po kruznici.

F, red
Mg Freq
/ [ red I
/ T T T
X
a) b) c)

Obr. 4.1
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V pripade @) ma zovieobecnena redukovand hmotnost M~ rozmer momentu zotrvacnosti
(kg.m?), zovieobecnena redukovana sila QO ma rozmer momentu (N.m) a zovieobecnena
suradnica drahy ¢ je uhol ¢ (rad). Potom hovorime o redukovanom momente zotrvacnosti a
o redukovanom momente; oznacujeme ich /.4, M 4.

V pripade b), ¢) ma M~ rozmer hmotnosti (kg); O ma rozmer sily (N) a g je (v pripade b)
posunutie - x (m) avpripade c) dlizka kruhového obluka - s(m). Potom hovorime
o redukovanej hmotnosti a redukovanej sile; oznacujeme 71,4, Floq -

Pohybova rovnica v pripade a) ma tvar
Lieg =M o4 (4.22)
v pripade b) a ¢):

mred X = Eed 9 1resp. mred §= Eed (423)

Princip metody redukcie - celu pohybujicu sa sustavu nahradime jednym redukovanym
utvarom a to rotacne ulozenym kotucom, alebo translacne ulozenym telesom, alebo hmotnym
bodom pohybujucim sa po kruznici s rovnakymi dynamickymi vlastnostami ako povodna
sustava.

Za dynamické vlastnosti redukovaného telesa je mozné povazovat jeho zovseobecnenu
hmotnost a tiez zovSeobecnenu silu pdsobiacu na toto teleso. Pri h'adani zovSeobecnene;j sily
uvazujeme s tzv. pracovnymi silami.

Vzhl'adom na to, Ze rovinné sustavy telies tvoria teles4, ktoré mézu konat’ pohyb posuvny,
rotacny alebo vSeobecny rovinny, celkovli kinetickd energiu vSetkych c¢lenov pdvodnej
ststavy vyjadrime vztahom:

1 1 1 1
E, = szivf +2o1 w7+ Z(Emkvi + Elkwi) (4.24)
i Jj k

Kde
m; je hmotnost’ i-teho Clena sustavy konajiiceho posuvny pohyb,

m,, - hmotnost’ k-teho Clena sustavy konajiiceho vSeobecny rovinny pohyb,

I ; - moment zotrva¢nosti j-teho ¢lena sustavy konajuceho rotacny pohyb k osi rotacie,

I, - moment zotrvacnosti k-teho ¢lena ststavy konajiceho vSeobecny rovinny pohyb k osi
rotacie iducej cez t'azisko,

v, - velkost rychlosti i-teho ¢lena ststavy konajiceho posuvny pohyb,

v - vel'kost’ rychlosti taziska k-teho Clena sustavy konajiiceho vSeobecny rovinny pohyb,

® ; - velkost’ uhlovej rychlosti j-teho €lena sistavy konajuceho rotaény pohyb,

o, - velkost’ uhlovej rychlosti rota¢nej zlozky pohybu k-teho €lena okolo osi iducej cez

tazisko.

V pripade redukcie na posuvne sa pohybujuci clen (teleso, hmotny bod) alebo na hmotny bod
pohybujuci sa po kruZnici je kinetick4 energia redukovaného ¢lena uréend vztahom
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1
Ekred = En/lredv2 > (4-25)

kde myeq je redukovanad hmotnost’ sustredend v urc¢itom bode redukcie a v je vel'kost’ rychlosti
bodu redukcie.

V pripade redukcie na rotujuci c¢len je kineticka energia redukovaného ¢lena ur¢ena vztahom

1
Ekred = Elred a)2 > (4.26)

kde I.q je redukovany moment zotrvacnosti a ® je velkost’ uhlovej rychlosti redukovaného
Clena.

Z rovnic (4.25) a (4.26) odvodime vztahy pre redukovani hmotnost myq aredukovany
moment zotrvacnosti Il.q, ktoré z hl'adiska zotrvacnych vlastnosti ekvivalentne nahradzaju
celt mechanicku sustavu.

Velkost redukovanej sily Fieq pri redukcii na bod, resp. na translacne pohybujici sa clen,

— z podmienky rovnosti okamzitych vykonov pracovnych sil

Feqv="P" 4.27)
kde ¥ je rychlost’ bodu redukcie a P* je vysledny okamzity vykon pracovnych sil.
— z podmienky rovnosti elementdrnych prac pracovnych sil
F.yds=d4” (4.28)
— z podmienky rovnosti virtualnych prac pracovnych sil
F. 85 =84" (4.29)

kde ds (85 ) je vektor elementarneho (virtualneho) premiestnenia bodu redukcie,

dA4” (8 AP) je vysledna elementarna (virtudlna) praca pracovnych sil potrebna na
elementarnu zmenu polohy sustavy.
Velkost Meq pri redukcii na rotujuci ¢len uréime:

— z podmienky rovnosti okamzitych vykonov pracovnych momentov

M, @& =P" (4.30)

e

kde @ je uhlova rychlost’ rotujiceho ¢lena a P” je vysledny okamzity vykon pracovnych
momentov.

— z podmienky rovnosti elementarnych prdc pracovnych momentov
M, dp=d4” (4.31)
— z podmienky rovnosti virtudalnych prac pracovnych momentov

M, 0 =58A4" (4.32)
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Vzhl'adom na druh pohybu clena sustavy, na ktory redukujeme, moézu mat’ jednotlivé Cleny
rovnice vyznam podl'a tabulky 4.1

Tabulka 4.1
Transla¢ny pohyb Rotacny pohyb
me.q M * 1 red
F red Q M red
S, X q ®
S=V; X=V q (0 N4
S=a. X=a g p=a
1dm d. 2 , . 1d/l d 2
Mg a+ 5 d—;e v =F_4 Pohybova rovnica g0+ 5 d—z @0 =M 4
F.g=m.4a Zjednoduseny M. 4=1 42
tvar pre
a — zrychlenie ¢lena, na ktory M (q¢) = konst. | a—uhlové zrychlenie ¢lena, na
redukujeme ktory redukujeme

Poznémka: Pre urcenie velkosti elementarnej prace, resp. okamzitého vykonu je dolezité
spravne posudit, ktoré zo sil a momentov posobiacich na jednotlivé ¢leny mechanickej sustavy

su pracovné!
K pracovnym silam patria:
* vonkajsie sily a momenty, ktoré uvedu celt stistavu do pohybu,
 tiaze, resp. ich zlozky v smere pohybu (ak je orienticia sily zhodné s orientdciou
pohybu +, proti -).
K pracovnym silam nepatria:
* sily a momenty od pasivnych odporov (£, M,...),
* sily posobiace v okamZzitom strede otacania,
* reakcie vo vnutornych vizbach.
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RIESENE PRIKLADY

METODA POSTUPNEHO UVOLENOVANIA

PRIKLAD 4.1: Ststava telies na obr. 4.2 je uvedena zo stavu pokoja do pohybu vplyvom
vonkajsej sily F. Urcte velkost’ okamzitej rychlosti v, a zrychlenie a, telesa 2 hmotnosti m, po
prejdeni drahy s,. Ulohu rieste metodou postupného uvolfiovania suvazovanim vplyvu
pasivnych odporov.

Dané hodnoty:

Geometrické Veliéiny: rs, R3, 14, R4, rs, ﬁ, 52

Hmotnosti jednotlivych ¢lenov: my, ms, ma, ms

Momenty zotrvac¢nosti, resp. polomery zotrvacnosti: Irs, iza, ir3

Stcinitele pasivnych odporov: f4,%:4, f#5,7s5, €s5(lano je dokonale ohybné)
Vonkajsia hnacia sila: F

HPadané: v,, a»

@
=

RIESENIE: Prevody kinematickych veli¢in danej mechanickej sustavy st konstantné
a jednotlivé Cleny vykonavaju rovinné pohyby zavislé od vlastnych hmotnosti a od pohybu
hnacieho ¢lena 2, na ktory posobi hnacia sila F. Dynamicky model potom predstavuje
rovinni pohyblivii mechanicku sustavu s jednym stupniom volnosti. Sistava ma pét’ ¢lenov,
kde ¢islom 1 oznacime pevny ram. Pri vypocte pouZijeme metodu uvoliiovania s uvazovanim
vplyvu danych pasivnych odporov. Pohybové rovnice zostavime metodou zrychlujucich sil.
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KINEMATICKA ANALYZA
Rozbor pohybov jednotlivych pohyblivych ¢lenov mechanickej ststavy

Teleso 2: translacny pohyb (TP)

Teleso 3: v§eobecny rovinny pohyb (VRP)
Teleso 4: rotacny pohyb (RT)

Teleso 5: v§eobecny rovinny pohyb (VRP)

Kinematické veli¢iny charakterizujice pohyb jednotlivych ¢lenov sistavy:

Teleso 2: as, Vo, SH
Teleso 3: ars, vrs3, S73, o3, 73, Or3
Teleso 4: ay, Wy, ¥4
Teleso 5: ars, vrs, STs, olrs, 75, Qrs

Vizbové podmienky - vyjadruju zavislosti medzi kinematickymi veli¢inami telies pohyblivej
mechanickej sustavy, ktoré su spojené vzajomnymi vnitornymi védzbami a u telies konajucich
vSeobecny rovinny pohyb, zavislost’ medzi zdkladnymi a uhlovymi kinematickymi veli¢inami
charakterizujiicimi ich pohyb.

Obr. 4.3
Zavislosti zrychleni pohyblivych ¢lenov mechanickej sustavy (obr. 4.3):

ee Pre vizbu lanom a plati rovnost’ zrychleni vSetkych bodov lana. Potom pre koncové body
lana a, ktoré su v danom okamihu totozné s bodmi telies 2 a 3, plati:

a, =ay a, =05 (R3+’”3) (D)

ee Pre volnu kladku 3 plati tiez zavislost medzi zrychlenim jej zdvihu az; auhlovym
zrychlenimoz.

aT3 == 0[3 7’3 (2)
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ee Pre vizbu lanom b plati:
ap =0 2rnays =R,y (3)
ee Pre vizbu lanom c plati:
ars =y s Qs =14 04 4)
ee Pre valec 5 plati tiez zavislost’ medzi zrychlenim azs a uhlovym zrychlenim os.
Ars="T5 s (5)
POHYBOVE ROVNICE

Jednotlivé telesd uvolnime z vizieb. Zvolime suradnicova sustavu v sulade so zmyslom
pohybu jednotlivych telies a nakreslime sily a momenty, ktoré na ne pdsobia. Pohybové
rovnice doplnime statickymi podmienkami rovnovéhy, vztahmi vyjadrujucimi vplyv

pasivnych odporov a vztahmi pre vypocet hmotnostnych veli¢in (tiazové sily, hmotné
momenty zotrvacnosti.

X
- Teleso 2 — vykondva posuvny pohyb nadol v smere osi .
y AN, Nahradime ho hmotnym bodom7,. Pohybova rovnica ma tvar:
F_=0; — 6
2 __TZ Z X ( )

Teleso 3 (vol'na kladka) — vykonava vSeobecny rovinny pohyb.
Pre zostavenie pohybovych rovnic rozloZime vysledny pohyb na
rotaciu telesa 3 okolo pohyblivej osi rotacie prechadzajucej
taziskom 75 a posuvny pohyb taziska 73 telesa 3 (hmotného
bodu) nadol v smere osi y

Y F,.=0; - ®)
ZE'y:m3aT35 myary =N, + Gy — N, — N; )

ZMiT3:]T3a3; Iy =Ny Ry + Ny — Ny (10)

Teleso 4 — vykonava rotacny pohyb okolo pevnej osi rotacie
v tazisku valca 74. Momentovil pohybovu rovnicu doplnime
statickymi podmienkami rovnovahy v smere zvolenych osi x, y.

Y F.=0; 0=4,-N,cosp (11)
2.F,=0; 0=—A4,+N;+N,;sinf+G, (12)

2 Mgy =Irs0y; g0 =—Mg4+ N3 Ry —Nyry  (13)
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Teleso S (valec) — vykonava vSeobecny rovinny pohyb (vali
sa po naklonenej rovine). Pre zostavenie pohybovych rovnic
€2 rozlozime vysledny pohyb na roticiu telesa 5 okolo
Y pohyblivej osi rotacie prechadzajucej taziskom 75 a posuvny
A_Algs pohyb taziska T telesa 5 (hmotného bodu) v smere osi x

ZFix:msaTS; ms ars = Ny —Gssin f—Frs (14)
>.F,=0; 0=Fys—Gscosf3 (15)

ZMiTs =Irsas; Irsas=—Mys + Frsrs — Fyses(16)

DOPLNKOVE ROVNICE

Gy=myg, Gy=myg, Gy=myg, Gs=msg (17-20)
2, 2

My =ry feaJAx + 4, Mes =75 fos Ny (21, 22)

Iry =my i%3» Iy =myizy (23, 24)

RieSenim vytvorenej sustavy 24 rovnic vypocitame velkost' zrychlenia a, telesa 2. Za
predpokladu, Ze sa cela ststava rozbieha rovnomerne zrychlene, pre teleso 2 plati:

a, = konst.

Z rovnice zrychlenia telesa 2 odvodime pomocou tzv. ,rozsirenej definicie zrychlenia“
rovnicu rychlosti telesa 2 vitvare v = f(s), zktorej po dosadeni drahy s, vypocitame
hl'adant rychlost’ v, v okamihu, ked’ bremeno 2 klesne o vzdialenost’ s,.

_vdv

=——=konSt
ds

axy
52 V2

a, jds = fvdv
0 0

2

V2 [
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PRIKLAD 4.2: Sustava telies na obr. 4.4 sa rozbieha rovnomerne zrychlene zo stavu pokoja.
Urcte velkost’ hnacieho momentu M pdsobiaceho na navijaci bubon 3 tak, aby teleso 2
dosiahlo rychlost’ v, za Cas t, a aby bol zabezpeceny jeho rovnomerne zrychleny pohyb
v naznac¢enom smere. Pri rieSeni zohl'adnite vSetky pasivne odpory vo vdzbach. Dana je tiaz
hranola G,, tiaz bubna G3 a tiaz valca Gy, rozmery b, h, Rs, r3, ra, polomery ¢apov r¢3, e
telies 3 a 4, koeficient Smykového trenia medzi hranolom a podlozkou f;, koeficient
Smykového trenia medzi lanom a podlozkou f;, koeficienty capového trenia f:3, fe, rameno
valivého odporu e, uhly sklonu naklonenych rovin a, £.

Dané hodnoty:

Geometrické veli¢iny: b, h, Ry, 13,1 &, B

Tiaze jednotlivych ¢lenov ststavy: G,, Gz, Gy

Moment zotrvac¢nosti: I73

Stcinitele pasivnych odporov: f5, f1,7x3,%s4, fi3, fz4,€ (lano je dokonale ohybné)
Kinematické veliCiny: vy,

Hradané: M

Obr. 4.4

RIESENIE: Pohyblivé ¢leny ststavy telies su spojené lanami. Prevody kinematickych
veli¢in st konStantné a jednotlivé Cleny vykondvaju rovinné pohyby zavislé od vlastnych
hmotnosti a od pohybu hnacieho ¢lena 3, na ktory pdsobi hnaci moment M. Dynamicky
model danej sustavy telies predstavuje rovinni pohyblivi mechanickll ststavu s jednym
stuptiom volnosti. Ulohu budeme riesit’ metédou uvoliiovania s uvazovanim vplyvu danych
pasivnych odporov. Pohybové rovnice zostavime metddou zrvchlujucich sil.

Velkost momentu M ur¢ime zo sUstavy rovnic, ktora tvoria pohybové rovnice, podmienky
rovnovahy silovych ststav posobiacich na jednotlivé telesda a kinematické, resp. vézboveé
podmienky. Uginky odstranenych vizieb su nahradené vizbovymi reakciami a prislusnymi
silami od pasivnych odporov vo védzbach. Suradnicové ststavy su zvolené tak, aby rieSenie
sustavy rovnic bolo ¢o najjednoduchsie.

KINEMATICKA ANALYZA
Rozbor pohybov jednotlivych pohyblivych ¢lenov mechanickej ststavy

Teleso 2: translacny pohyb (TP)
Teleso 3: rota¢ny pohyb (RT)
Teleso 4: v§eobecny rovinny pohyb (VRP)
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Kinematické veli¢iny charakterizujtice pohyb jednotlivych ¢lenov stistavy:

Teleso 2: ars, V2, St
Teleso 3: - o3, 3, 0%
Teleso 4: ata, V4, ST, o4, 4 @4

Vizbové podmienky - vyjadruji zavislosti medzi kinematickymi veli¢inami telies pohyblivej
mechanickej sustavy, ktoré su spojené vzajomnymi vnitornymi vdzbami a u telies konajtcich
vSeobecny rovinny pohyb, zavislost’ medzi zakladnymi a uhlovymi kinematickymi veli¢inami
charakterizujiicimi ich pohyb.

Zavislosti zrychleni pohyblivych ¢lenov mechanickej sustavy (obr. 4.5):

Obr. 4.5

ee Pre vizbu lanom a plati rovnost’ zrychleni vSetkych bodov lana. Potom pre koncové body
lana a, ktoré si v danom okamihu totozné s bodmi telies 2 a 3, plati:

a, =ay a, =03 Ry (1)
Pre bod B toho istého telesa 3 (uhlové zrychlenie telesa je stale rovnaké) plati:
Qip =313

ee Pre vizbu lanom b plati:

Qg = Ary4 U373 =y 7y 2)

ee Pre valec 4 plati tiez zavislost’ medzi zrychlenim azy a uhlovym zrychlenim o..

drgy =047y 3)
Pre konStantné zrychlenie a; telesa 2 plati vzt'ah
dv
az = /dt
dr

ty V)
azfdt: fdv
0 0

ay ty =V,
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Velkost zrychlenia telesa 2 vypocitame z danych kinematickych veli¢in v,, #,:

Kinematické veli¢iny charakterizujuce pohyb d’alSich ¢lenov sustavy vyjadrime v zavislosti

na a, ,resp. na vztahu Y2 . Vyuzijeme rovnice (1) az (4).

2]
Uhlové zrychlenie o3 odvodime dosadenim (4) do (1)
v
2 =a3 Ry
5)
vy, 1
oy =2 — (5)
, R
Uhlové zrychlenie telesa 4 uréime po tprave (2) dosadenim (5)
3
a37'3=0£4l’4 = a4:a3_
I
V2. 13
=2 ©)
Iy Ry

a zrychlenie t'aziska telesa 4 dostaneme dosadenim (6) do (3)

V, I3
Arg =041y = R Ty
Iy 141G
Vv, I
2 I3
Arg =—"—7- (7)
t, R

Rovnice (4) az (7) platné pre zrvchlenia jednotlivych telies dosadime do pohybovych rovnic
(a) az (m), ktoré vzniknu po uvolneni jednotlivych telies.

POHYBOVE ROVNICE

Teleso 2 sa posuva po drsnej naklonenej rovine smerom dolu. Pdsobia nan tiazova sila@z ,
v mieste dotyku telesa s podlozkou normalova sila F,, a trecia silaF,, orientovana proti
smeru pohybu. Posobisko reakcie od podlozky (nositel’ka F,,) sa posuva v smere pohybu
telesa 0 neznamu vzdialenost’ (rameno Smykového trenia n) od zvislej osi symetrie telesa.

Y F.=0: —-N,—F,+G,sina=m,a, ()
o Q F,—G,cosa=0 (b)
ZMZ 0: —F,2§+Fn2n=0 (c)
Vs kde velkost trecej sily je dana Coulombovym vztahom
; & Fy=frFn (d)
/ Fn Presily N, ) Ny plati Eulerovvziah ~ N, = Ny el (e)

//\a> G,

a je uhol opasania lana vyjadreny v radianoch.
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Telesa 2 a 3 st spojené lanom. V dosledku trenia lana na valcovej ploche osové sily N, a
N3 nie st rovnako vel’ké. Pomer tychto sil je vyjadreny Eulerovym vztahom (e).

Teleso 3 vykonava rotaény pohyb. K rdmu je viazané pomocou Capu 4, ktory nahradime
reakciou so suradnicovymi zlozkami 4,, 4,. Sucasne pri rotacnom pohybe telesa dochadza k
capovému treniu v radidlnom cape A4 vyjadrenému momentom capového trenia M
orientovanému proti zmyslu otaCania telesa 3.

> F.=0: A.+N;—N,cosf3=0 ®
2Miy=0:M—-My+N;Ry —Nyrs=Irs04 (h)

kde moment ¢apového trenia je vyjadreny

My =743 3 \/Ag +Ay2 (1

Teleso 4 sa vali po naklonenej rovine. Posobi nan tiazova silaG,, v ¢ape B osova sila v lane
N, a moment ¢apového trenia M4, v mieste dotyku telesa 4 s podlozkou normalova sila F‘n 4

a doty¢nicova sila Fr, pdsobiaca proti moznému preSmyknutiu telesa. Nositel'ka norméalove;
sily F,, je v dosledku valivého pohybu od zvislej osi symetrie telesa posunutd v smere
pohybu o rameno valivého odporu e.

> F,=0: F,—-Gycosf=0 (k)
DMip=0: —My—Fye+Fryn=Ir,0, ()

n

Pre moment ¢apového trenia v ¢ape B plati

Mey =1z fea Ny (m)
Pre moment zotrvac¢nosti valca k osi rotacie plati vztah
1 5

Velkost momentu M a nezname reakcie vo vSetkych vidzbach dostaneme rieSenim systému
rovnic (a) az (n).

Pre zjednodusenie vypoltu je mozné vyraz .| Af +A§ vo vztahu (i), vyjadrujuci velkost

vyslednej sily pdsobiacej v Cape, nahradit’ linedrnym vyrazom podl'a Ponceleta:

JAi + 47 =04

4,]+096|4,| (0)
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ktory plati v uvedenom tvare pre |4, > |4,|. Pre pripad |4, < |4,| zamenime vo vztahu (o)
koeficienty:

JAZ+ A2 =096|4,|+0,4]4,| ()

Potom s ohl'adom na vztah (o), resp. (p) velkost momentu cCapového trenia vyjadrime
vztahom pre priblizny vypocet:

Moy = 13 f3 (0.4]4,]+0,96]4,|) (1)

resp.
My = 15 f3(0.96] 4, +0.4]4,]) s)

Priblizny Ponceletov vzt'ah pre vyjadrenie velkosti reakcie v ¢ape je dostatocne presny. Je
preto vyhodné pouzit’ ho pri rieSeni rovnovaznych rovnic pri sustavach telies s pasivnymi
odpormi.

PRIKLAD 4.3: Zdvihacie zariadenie na obr. 4.6 je tvorené ¢elnym ozubenym kolesom 6,
pevnou kladkou s ozubenym vencom 5 a vol'nou kladkou 4. Urcte velkost” hnaciecho momentu
M6, ak pocCas rozbehu mé bremeno 2 dosiahnut’ rychlost’ v, za dany ¢as zdvihu #,. Sustava
telies sa rozbiecha z pokoja a bremeno 2 je zdvihané rovnomerne zrychlene. Ozubenie
v prevodoch je priame, uhol zaberu je o. Ulohu riefte metédou postupného uvolfiovania
s uvazovanim vplyvu pasivnych odporov.

Dané hOanty: my, ms, Ny, Ms, Me, Z3, V4, R5, rs, e, iTS, Vo, b, Ay = konst..

Obr. 4.6
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RieSenie: Dynamicky model zdvihacieho zariadenia predstavuje rovinni pohyblivi sustavu
telies s 1° stupiiom vol'nosti. Prevody kinematickych veli¢in su konstantné a jednotlivé Cleny
konaju rovinné pohyby zavislé na pohybe hnacieho ¢lena 6. Sustava ma Sest’ ¢lenov, kde ¢len
1 uvazujeme ako nepohyblivy ram.

KINEMATICKA ANALYZA

Rozbor pohybu pohyblivych ¢lenov mechanickej sustavy

Teleso 2: translacny pohyb (TP)

Teleso 3: translacny pohyb (TP)

Teleso 4: v§eobecny rovinny pohyb (VRP) s okamzitym stredom otacania v bode Ku,
Teleso 5: rota¢ny pohyb (RT) okolo staleho stredu otacania v Os = Ts

Teleso 6: rotacny pohyb (RT) okolo staleho stredu otacania v Og = T

Kinematické veli¢iny charakterizujice pohyb jednotlivych ¢lenov sistavy:

Teleso 2: as, Vo, SH
Teleso 3: as, V3, S3
Teleso 4: ary, V14, S74, Olg, D4, P4
Teleso 5: s, ws, »s
Teleso 6: o, s, s

Vypocet vel’kosti zrychlenia a,.

Pri rieSeni vychddzame z poZiadavky, Ze teleso 2 ma zrychlit’ na v, za Cas £, ak sa celd
sistava a zaroven aj teleso 2 rozbieha s rovnomerne zrychlene.
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AV ons

a, = konst.
dt

%) V2
a, jdt = jdv
0 0

_ _"
az tz — Vz :> az - l-_ (a)
2

Vizbové podmienky (prevodové pomery)

Plati, Zze zavislosti medzi kinematickymi veli¢inami (s, v,a, ¢ @ @) jednotlivych
pohyblivych ¢lenov mechanickej sustavy st rovnaké. V tomto pripade prevodové pomery
odvodime pomocou okamzitych rychlosti vyznamnych bodov a telies danej mechanicke;j
sustavy. Tie potom sta¢i prepisat’ pre zrychlenia — Tabulka 4.2.

Zavislosti okamzitych rychlosti pohyblivych clenov 3, 4, 5, 6 sustavy telies na okamZitej
rychlosti bremena 2 (obr. 4.7)

oo Telesa 2, 3 a 4 su v danom okamihu zdvihané rovnakou rychlostou. Pre vol'nt kladku
4 plati tiez zavislost’ medzi rychlost'ou jej zdvihu vy a uhlovou rychlost'ou ;.

Vo) =V3 =Vry

Vo =V3=Vry =10 (b)
12
= o,=->
Ty
oo Pre vizbu lanom, ktorym su spojené telesa 4 a 5 plati:
21”4a)4=R5a)5 (C)

2r v, 21

_ 4 _ Vo £y
DW=y ——=—"“=—"—
R ry R

2
— 0)5 - Vz -
5
oo V bode 4 plati podmienka valenia:

V451 = Va1
1’5 COS =I’6 0)6 (d)
7 2 1
— W =Ws —=Vy———
6 Rs 74
Is
:>a)6 :V2
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Tabulka 4.2: Zavislosti kinematickych velicin telies 3, 4, 5, 6 na pohybe telesa 2

V,® a,a
V3=V, as; =a,
Vrga =V2 drq =dy
V) a,

0)4:_ 0!4=—

2 2
Oz = V) — O =ar —
5 2 5 2

R; R;

27 2r
O =V o =a
6=V2 6 2 R

¥s Rs 16 15

POHYBOVE ROVNICE

Jednotlivé telesa uvolnime z vdzieb. Zvolime suradnicovu ststavu v stlade so zmyslom
pohybu jednotlivych telies a nakreslime sily a momenty, ktoré na ne pdsobia. Pohybové
rovnice zostavime metodou zrychlujucich sil. Doplnime statické podmienky rovnovahy,
kinematické podmienky (prevodové pomery), vzt'ahy vyjadrujuce vplyv pasivnych odporov a
vzt'ahy pre vypocet hmotnostnych veli¢in (tiazové sily, momenty zotrvac¢nosti). Nasou ulohou
je ur¢it’ potrebni velkost’ hnacieho momentu M;s. Pretoze nds nezaujimaju reakcie vo
vizbach, riesenie tlohy zjednodusime zanedbanim vplyvu pasivnych odporov (¢apové trenie

a tuhost’ 1an).

AN
‘/\'

2 T,

VG,

Teleso 2 — vykondva posuvny pohyb nahor v smere osi y.
Nahradime ho hmotnym bodom 7.

Y
/t%x
> F.=0: 0=0 ©)

ZFiy =my a;: m, a, = N3, — G, ®

Pre vnutornu vizbu telies 2 a 3 plati zakon akcie a reakcie
N3, = Ny

Teleso 3 — vykondva posuvny pohyb nahor v smere osi y.
Uc¢inok momentu ¢apového trenia My, sa prejavi v pripade, Ze
vizba klbom v bode C nadobudne charakter pevnej vizby.

2 F,=0: 0==Cy3, (g)
ZF;'y =myas. my ay = Cy3, —Ny3 — Gy (h)
> M3 =0; 0=—M:4+Cy3 3 (1)

Pre vnutornu vizbu telies 3 a 4 plati zakon akcie a reakcie

C34y = C43y ) Ciyr = Cysy
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DOPLNKOVE ROVNICE:

Teleso 4 — vykonava vSeobecny rovinny pohyb. Pre zostavenie
pohybovych rovnic je nutny rozklad vysledného pohybu (rotacia
okolo pohyblivej osi iducej taziskom 7, = C a posuvny pohyb
taziska T; telesa 4 nahor v smere osi y) .

2 F,=0: 0=_Cyy, G)

2. F,=0: myary =—Csq, + N;+ N5y =Gy (k)

DMy =1Irgay: Irgoy =—Mgy+ N1y — N1y (D

Pre vnutornu vézbu telies 4 a 5 plati zdkon akcie a reakcie
Nsq = Nys

Teleso 5 — vykondva rotacny pohyb okolo pevnej osi rotacie
prechadzajucej bodom B.

ZE =0: 0 :Bx _F65x (m)
2.k, =0: 0=28, —Fgs, —Nys—Gs (n)

2 Mrs=1Irsas:Irs Qs =—M s+ Fgs, 15— Nys Rs (0)

Pre vnutornu vézbu telies 5 a 6 plati zdkon akcie a reakcie

F56 :F65

Teleso 6 — vykonava rotacny pohyb okolo pevnej osi rotacie
prechadzajucej bodom A.

0= Ax +F§6x (p)

I =Mye—M6—Fse,15 (s)

Gy=myg; Gy=myg; Gy=myg; Gs=msg; Gy=mgg (®

Mé4:rv Vq'C2+C2
M5 =rss fus| Bz +Bj (W)
M 6 =T:6 Jo64/ Af +A§



AM_CVICENIA_TYZDEN_6_DYNAMIKA SUSTAV TELIES_METODA UVOLNOVANIA_MRHSV

2

ITS =7’7’l5 lTS

1
Iry =5m4 ry (v)

I >
IT6:Em6r6

Pre pripad bez pasivnych odporov plati: f,

=0, 1=4,5,6.Potom M, =0, i=4,5,6.
Velkost hnacieho momentu ur¢ime z pohybovych rovnic (e), (g), (j), (k), (n), (r). Ich

postupnou upravou a zohl'adnenim vzt'ahov (a), (b), (c), (s), (u) dostdvame:

1 .2 4 7. 7. R
M= g(m2+m3+m4)+a2 my +my+my +—my +msips —2+2m6 —N w5
2 R; R 27

Ak velkost’ hnaciecho momentu je uréena vo vzt'ahu k pozadovanému zrychleniu a; telesa 2,
potom po dosadeni (a) dostaneme:

1% 1 .2 4 7 7 R

Poznamka: Takto urcena velkost' hnacieho momentu My je uzitocnym hnacim momentom
potrebnym na vykonanie uzitocnej prace. V sustave posobia aj pasivne odpory, ktorych ucinky
vyjadrime pomocou ucinnosti.

Nech ucinnost’ ozubeného prevodu medzi ¢lenmi 5 a 6 je 7756 U€innost’ bubna na Clene 5 je 75
a ucinnost’ kladky 4 je 74 Vzhl'adom na postupny prenos vykonu je vyslednd mechanicka
ucinnost’ zdvihacieho zariadenia

11 =T1s56M1574

Potom skutocna potrebnd velkost hnaciecho momentu M;s je zvicSena o velkost M,
potrebného na prekonanie pasivnych odporov

1
M 6 shuta :Mh6';:Mh6 +M,

kde M, =M,(1-7).

Utinky pasivnych odporov je mozné vyjadrit tiez analyticky - doplnkové rovnice (u).
Momenty ¢apového trenia st vZzdy orientované opacne vzhladom na orientaciu rotaéného
pohybu hriadela - rovnice (1), (0), (s). Ak f #0; i=4,5, 6, riesenie celej ststavy
rovnic je zlozitejSie. Pre zjednoduSenie rieSenia v technickej praxi Casto pouzivame tzv.
Ponceletov vzt'ah na uréenie vel’kosti momentu ¢apového trenia:

M =7, f:(096 R, +04R )

kde R, > R,. Ak plati R, < R, je potrebné vymenit’ koeficienty pri R, a R,. Na zaver
pripominame, Ze takto by sme zohladnili len vplyv ¢apového trenia, tuhost ldn by sme
zanedbali.
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METODA REDUKCIE HMOTNOSTNYCH A SILOVYCH VELICIN

PRIKLAD 4.4: Mechanicka sistava zobrazenad na obr. 4.8 sa rozbieha pod vplyvom
posobenia hnacieho momentu M3 a vlastnych tiazi jednotlivych telies sustavy. Urcte velkost
hnacieho momentu M3 tak, aby teleso 2 dosiahlo rychlost’ v, na drdhe s,. V ¢ase t = 0 sa
sustava nachadza v pokoji. Predpokladajte, Ze sa teleso 2 rozbieha konStantnym zrychlenim
a,. Ulohu rieste metédou redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in s redukciou na teleso 3.
Dané hodnoty:

Geometricke veliciny: r3, Rs, ra, [, h,

Hmotnosti jednotlivych clenov: m,, ms, my

Momenty zotrvacnosti, resp. polomery zotrvacnosti: ir3

Kinematicke veliciny: s, v2, a, = konst.

HPadané: M);

Obr. 4.8

RIESENIE: Prevody kinematickych veli¢in danej mechanickej sustavy st konstantné
a jednotlivé €leny vykonavaju rovinné pohyby zavislé od vlastnych hmotnosti a od pohybu
hnacieho ¢lena 3, na ktory pdsobi hnaci moment M;;. Dynamicky model predstavuje rovinnu
pohyblivii mechanicku sustavu s jednym stupiiom volnosti. Stistava ma $tyri ¢leny. Cislom 1
oznaéime pevny ram. Hladame potrebny hnaci Gi€inok pre zadany pohyb. Pouzijeme metodu
redukcie hmotnostnych a silovych velicin.

KINEMATICKA ANALYZA

Rozbor pohybov jednotlivych pohyblivych ¢lenov mechanickej sustavy

Teleso 2: translacny pohyb (TP)
Teleso 3: rota¢ny pohyb (RT)
Teleso 4: vSeobecny rovinny pohyb (VSRP)
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Kinematické veli¢iny charakterizujice pohyb jednotlivych ¢lenov sistavy:

Teleso 2: an, Vo, $2
Teleso 3: o, @3, O3
Teleso 4: ars, V4, S4, O, (4, P4

Vizbové podmienky - Zavislosti rychlosti pohyblivych ¢lenov mechanickej ststavy:

Na obr. 4.9 st zakreslené vektory rychlosti charakteristickych bodov sustavy s vyuzitim Very
o zornych uhloch:

Z okamzitého stredu otacania vidime v danom casovom okamihu rychlosti vsetkych bodov
telesa pod rovnakym zornym uhlom.

np

S, K’T-",d
41

Obr. 4.9

ee  Pre vizbu lanom a plati rovnost’ zrychleni vSetkych bodov lana. Potom pre koncové
body lana a, ktoré su v danom okamihu totozné s bodmi A a B telies 2 a 3, plati:

Vy=Vp
V) =313 (1)
ee  Pre vdzbu lanom b plati:
Ve =Vp
Ry wy =2ry @, )

ee  Pre valec 4 plati tiez zavislost medzi zrychlenim ar4 a uhlovym zrychlenim
Vrg =Ty Wy 3)

Zo zadania vyplyva, Ze je potrebné redukovat’ hmotnostné a silové veli¢iny vzhl'adom na
teleso 3. Velkosti okamzitych rychlosti telies 2 a4 (vp, via, @4) preto vyjadrime pomocou
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odpovedajucej kinematickej veli¢iny telesa 3 (a3). Zavislosti rychlosti odvodime z
prevodovych pomerov (vizbovych podmienok).

Rovnica (1) priamo vyjadruje zavislost' v, a m;
V) =573 4)

Z rovnice (2)

R
4

Dosadenim do (3) dostavame
R, R,
Vig =Wy —=—F) = 0y — 6
r4= @39, T3 (0)

Pri rieSeni metodou redukcie hmotnostnych a silovych velicin vychddzame z vlastnej
pohybovej rovnice

*

M*“+——'2= 7
G+ dq 0 (7

resp. z jej zjednodusenej podoby (M*(q) = konst.)

M§=0 (®)

V pripade redukcie na ¢len 3, ktory vykonava rota¢ny pohyb, zdkladnad pohybova rovnica
nahradnej stistavy ma tvar

M red — I red @3 (9)

a) Urcenie redukovaného momentu zotrvacnosti 7,4

leq ziskame porovmanim  kinetickej energie povodnej mechanickej sustavy s kinetickou
energiou redukovaného clena

Eyrea = Erguse = By + By + Epy (10)

Vzt'ahy pre kineticka energiu telies 2, 3, 4 a redukované teleso:

Teleso 2 (PP) E,, = %mzv%z (11)

Teleso 3 (RP) E; = %zmwg (12)
1 5 1 2

Teleso 4 (VRP) E, :Em4vT4 +EIT40)4 (13)

Redukované teleso (RP) E g =—1q®s

(14)
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Vztahy (11), (12), (13), (14) dosadime do (10)

1 2
5 Ired 2]

I 51 » 1 » 1 2
=—myVy +— 105 +—myvi,+— 17,0 15
o M2V T L33 D MgVig + o g @) (15)

Rychlosti v;, viy a @y nahradime odvodenymi zavislostami (4), (5), (6) a upravime

2 ) 2 2 RS ) RS 1
Ireda)3 :m2w3 7"3 +IT3C()3 +n/l4a)3 T+IT4a)3_2 /_2
Ty ;3
2 2
2 R R
Leq =myry + Iy +my—>+1Ip,—> (16)
4 4r;
Pre momenty zotrvac¢nosti telesa 3 (dvojvalec) plati
2

Iry = myizs (17)

Pre momenty zotrvac¢nosti telesa 4 (jednoduchy valec) plati
1

Iry=5m, g (18)

Dosadime (17), (18) do (16) a upravime
2 2 R3 2 R}
T4
R, 1 R}
Ioq =My 1+ myitg + My —+—m, —-
red 213 33 T T S
Loy = myr? £y i35+ >, R 19
red = Mo 13 +m3zT3+§m4 3 (19)

Poznamka: Pri zostaveni vizbovych podmienok vychadzame v pripade telesa 4, ktoré kona
v§eobecny rovinny pohyb z predpokladu, Ze v danom okamihu sa teleso 4 len otica okolo
okamZitého stredu otacania v bode K4,. Pre zostavenie pohybovej rovnice povodnej sustavy -
vyjadrenie kinetickej energie telesa 4 a vykonu pracovnych sil nan posobiacich, uvazujeme
s rozkladom na posuvny pohyb taziska T4 arotacny pohyb okolo pohyblivej osi
prechadzajucej taziskom T,.

b) Urcenie redukovaného momentu M,..4

M,q ziskame porovnanim velkosti celkového okamzitého vykonu pracovnych sil pésobiacich
na povodnu mechanicku sustavu s okamzZitym vykonom redukovaného momentu posobiaceho
na redukovany clen 3.

P =Byu=P+P+P, (20)

sust
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Pre urcenie velkosti okamzitych vykonov pracovnych sil a momentov pdsobiacich na
jednotlivé telesa je dolezité spravne urcit’ pracovné sily a momenty. K pracovnym silam patria
vonkajSie sily a momenty, ktoré uvadzaji sustavu do pohybu, tiaze, resp. ich zlozky
posobiace v smere pohybu. Znamienko ,,+* alebo ,,-* ur¢ime porovnanim orientacie pracovnej
sily (momentu) so smerom pohybu telesa.

Na sustavu podl'a zadania pdsobi vonkaj$i moment ,,+1/;;%, ind vonkajsia sila (moment) tam
nie je. Kazdé z telies stistavy ma svoju vlastnl tiaz, ale /len tiaz telesa 2 ma zlozku v smere
pohybu ,, +Gsinf3 “. Pracovné sily a momenty su na obr. 4.10 zobrazené Cervenou farbou,
pohyb jednotlivych telies modrou farbou.

S, . i

Obr. 4.10

Pre vykony jednotlivych telies stistavy plati:

Teleso 2: P =G,smp v, (21)
Teleso 3: B =M,; o (22)
Teleso 4: -

Do (20) dosadime (21), (22) a (4) a upravime
M, g 03 =Gysin fvpy, + M3 05 +0

Ie

c¢) Vypocet uhlového zrychlenia redukovaného ¢lena o
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Uhlové zrychlenie telesa 3 a zaroveil telesa a3, na ktoré sustavu redukujeme, je kinematickou
veli¢inou, ktord nepozndme. Je potrebné urcit toto zrychlenie na zdklade znamych
parametrov v, a s;, pricom vieme, ze sustava sa rozbieha z pokoja konstantnym zrychlenim a,.
Plati

a, = konst.
vdv y
a, =—— =konst.
ds
a,ds=vdv

Sy vy
a, .[ds = Ivdv
0 0

2
9
2=y

2

)
a, =—2 24
2 2s, @9

Aplikujme zavislost’ rychlosti (1) pre vzdjomnu zavislost zrychleni telies 2 a 3

a4
13
Dosadenim za a, vzt'ah (24) dostdvame vztah pre 3
=
) 38, (25)
d) Vypocet velkosti hnacieho momentu M,;
Dosadenim rovnic (19), (23) a (25) do rovnice (9)
M red — I red &3
. 2 2 3 2 V%
Gysin fry + M3 = (my 1y +my i3+ my Ry)
8 138y
dostavame hl'adant velkost’ hnacieho momentu A3
2 2 3 2V :
M3 =(myr5 +myips+—my Ry)———G,sinfr (26)
8 138,
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