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1 CENTRALNE SILOVE SUSTAVY. ROVNOVAHA HMOTNEHO
BODU

1.1 PRIAMKOVA SILOVA SUSTAVA — PSS
1.1.1 Nahradenie priamkovej silovej sustavy

Ak na dany objekt vietky sily posobia v jednej priamke, mozeme ich nahradit’ jednou silou R
(vyslednicou), ktorej nositelka je totozna s nositelkou sil. Nech os x s jednotkovym vektorom
i je nositel’kou sil Fi (obr. 1.1).
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Obrazok 1.1
Potom ich vyslednica
R-YF. (L1)
Kedze R=R-i , F=F-i, je Ri=>F-i /I,
ztoho R=>"F . (1.2)

Velkost' vyslednice sa rovna algebrickému stctu sil.

Rovnica (1.1) je jedinou podmienkou grafického riesenia a rovnica (1.2) analytického ur¢enia
vyslednice PSS.

1.1.2 Rovnovaha priamkovej silovej sustavy

Podmienkou rovnovéahy PSS je

R=0 ¢&ize > F=0. (1.3)

I F, F, F =7 L__:ﬁ :.lf‘ 2
L——*—’) ko F

Obrazok 1.2
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Pri analytickom rieSeni je rovnica (1.3) vyjadrend v skalarnom tvare jedinou silovou
podmienkou rovnovahy

R=0 ¢ize > F=0. (1.4)

Rovnovahu PSS moézeme vyjadrit i pouzitim momentovej podmienky k 'ubovolnému bodu B
(obr. 1.3), ktory nelezi na nositel’ke PSS.

Obrazok 1.3

>Mp=pY F=0 (1.5)

Zaver: Pre priamkovu silovi ststavu existuje iba jedina nezavisla statickd podmienka, t.j. zo
statickych podmienok mézeme vypocitat’ iba jeden neznamy parameter.

RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 1.1: Liatinovy stip je ulozeny na dokonale hladkej podlozke (obr. 1.1.1) a zatazeny
zhora zvislou silou F o velkosti F = 3000N, ktorej nositel’ka prechadza taziskom valcového
stipa. Uréte, akou velkou vyslednou silou pdsobi stip na podlozku a aka velka je reakcia od
podlozky, ak hustota sivej liatiny je p = 7250 kg.m3, priemer stipa je d = 0,3 m a vyska stipa
h=1,2m.

_ Ia

Dané: F,d, h, p l

Hrl'adané: R_, N i
|

Obrdzok 1.1.1

RieSenie: TiaZ stipa G posobi v jeho tazisku. Taziskom prechadza tiez nositel’ka vonkajiej
sily F. Obe sily lezia na tej istej nositel’ke. Valcovy stip je k podlozke viazany vizbou opretim,
ktora brani posunutiu valca v zvislom smere nadol. Reakciou vo vdzbe je potom sila pdsobiaca
na spolo¢nej nositelke so silami F a G, ale v opaénom zmysle. Vietky tri sily tvoria
priamkovu silovu ststavu (obr. 1.1.2).
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Pri hladani vyslednej sily R posobiacej na podlozku, vychddzame z podmienky nahradenia
ststavy sil (1.1):

R=YF
i=1

Velkost' reakcie N od podlozky ndjdeme z podmienky rovnovahy silovej siistavy posobiacej
na hmotny objekt (1.3):

n J— p—
i=1
Vypocitame velkost tiaze valca G:

zd?

4

G=mg=pVg=pShg=p=——hg [N]

7-0,3°

G =7250- -1,2-9,81=6032,82N

Analytické rieSenie: Rovnice pre vypocet hladanych sil zostavime na zaklade obrazku
uvolnenia pre analytické rieSenie (obr. 1.1.2), v ktorom su k valcu uvolnenému z vizieb
zakreslené vSetky sily, ktoré nan posobia. Zname sily F, G areakcia od podlozky N
s predpokladanou orientaciou. Zaroven zvolime kladnu orientaciu osi Y.

Velkost vyslednice sil R dostaneme v pripade priamkovej silovej sustavy ako algebricky sucet
vSetkych sil posobiacich na podlozku.

2
R:ZFi =F +G =3000 + 6033 =9033N

i=1

Velkost' reakcie od podlozky N vypocitame zo statickej podmienky rovnovahy:

y
F

3 i

F,=0 ; ~F-G+N=0 |

i=l . To
_ . : G

= N=F+G=3000+6033=9033N

N

Obrazok 1.1.2

Poznamka: Hodnota velkosti sily N je kladnd, to znamend, Ze predpoklad orientdcie tejto sily
na zaciatku rieSenia bol spravny.

Grafické rieSenie: Na zaklade obrazku uvol'nenia pre grafické rieSenie (obr. 1.1.3a) zostrojime
silové obrazky (obr. 1.1.3).
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Vektorova podmienka nahradenia: R=>F=F+G

2
i=1

Vysledna silu R uréime spojenim pociatoéného bodu prvej sily a koncového bodu druhej sily
nanesenych v zvolenej mierke sil mg do silového obrazca (obr. 1.1.3b).

3
Vektorova podmienka rovnovéhy: » F =0 ; F+G+N=0
i1

Podmienkou rovnovahy je uzavrety silovy obrazec s orientaciou sil za sebou (obr. 1.1.3c).
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Obrazok 1.1.3

V silovom obrazku odmeriame dizky grafickych obrazov hl'adanych sil Rg a Ng a zohPadnenim
pouzitej mierky sil uréime ich vel'kost

R, =9%m = R=R,m =9000N

N, =9cm = N=N,;mg =9000N
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1.2 CENTRALNA ROVINNA SILOVA SUSTAVA - CRSS
1.2.1 Nahradenie centralnej rovinnej silovej ststavy
Nech vietky sily Fi danej silovej sustavy prechadzaji bodom 0 a lezia v jednej rovine 0(x,y)

(obr. 1.4a). Potom silovt stistavu mozno nahradit’ vyslednicou R = S, ktora prechddza bodom
0 (obr. 1.4Db).

A
>
X
a) b)
Obrazok 1.4
R=>F (1.6a)
Po vyjadreni vektorov sil pomocou ich zloziek je
Ry-T+R,-J=Y> F-T+> F -] (1.6b)

e Ak vynasobime skaldrne rovnicu (1.6b) postupne jednotkovymi vektormi i a j, budt
podmienky nahradenia CRSS vyjadrené dvomi skalarnymi (zloZkovymi) rovnicami

R, =Y Fy =D F cosq
R, =Y F, =Y Fsinog

Velkost’ a smer vyslednice
R=R:+R’

RX
COS ag :F.

.7

e Pri grafickom rieSeni vyslednica R
prechadza posobiskom sil 0 (obr. 1.5) a je
urcena ich vektorovym stuc¢tom v tzv. silovom
obrazci.

'Ei

L +F, +F

pell

M

Obrazok 1.5
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1.2.2 Rovnovaha centrilnej rovinnej silovej sustavy

Podmienkou rovnovahy je
R=0 &ze YF=0. (1.8)

e Prianalytickom rieSeni méZeme napisat’ dve nezavislé podmienky rovnovahy, a to bud’ dve
zlozkové rovnice, alebo zlozkové rovnice modzeme nahradit momentovymi, vyuZzijuc
Varignonovu vetu.

¢ 1. alternativa: zlozkové rovnice

R, =0; Fix =0
X tize 2. Fi (1.9)

¢ 2. alternativa: momentové rovnice

> m;), =0

(1.10)
(Z M i )B =0
Poznamka: Body A, B a pdsobisko sil 0 nesmui lezat na jednej priamke!
¢ 3. alternativa: 1 zlozkova a 1 momentova rovnica
F,=0
2. Fi (1.11)

(>m;), =0

Poznamka: Bod B nesmie lezat’ na osi X! Spojnica posobiska sil s bodom B nesmie byt’ kolma
na os, do ktorej sily premietame.

e Pri grafickom rieSeni (obr. 1.6) vychadzame z podmienky uzavretia silového obrazca
s orientaciou sil za sebou, ktory zodpoveda vektorovej podmienke rovnovahy R = 0.

oy
4

ey

[
}

Obrazok 1.6

Zaver: Pre CRSS mézeme napisat’ len dve statické podmienky, Z ktorych mézeme urcit’ dva
nezndme parametre.
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 1.2: Homogénny valec o tiazi G sa opiera v bode A o zvisli stenu a v bode B 0
hladkt naklonena rovinu (obr. 1.2.1a). Uhol medzi rovinami je o. Na valec pdsobi sila F

rovnobeznd s naklonenou rovinou a vodorovna sila Fa. Nositelky oboch sil prechadzaju
stredom valca. Vypocitajte reakcie A a B opornych ploch na valec, ak ma byt zachovana jeho
rovnovazna poloha. Ulohu rieste analyticky a graficky.

Dané st hodnoty: F1 = 30 kN, F2 = 15 kN, G = 15 kN, o = 30°.
Dané: Ifl, lfz, G, o

Hladané: A, B

Obrazok 1.2.1

RieSenie: V pripade homogénneho valca tiazova sila posobi v tazisku T. Tymto bodom
prechadzaju aj nositel’ky zat'azujucich sil: Fi1, F2 anositel’ky reakcii, ktoré st kolmé na oporné
plochy valca. (obr. 1.2.1b). Vsetky sily pdsobiace na valec tvoria potom centralnu rovinnu
silovu ststavu (CRSS). Valec povazujeme za hmotny bod v rovine.

Tvarova a staticka urcitost’: Valec ako hmotny bod v rovine mé dva stupne vol'nosti pohybu
(v = 2). Zvisla stena a naklonena rovina mu odoberaji po jednom stupni volnosti pohybu
(vazby opretim)(u = 2.1 = 2).

Na bod posobi CRSS, pre ktoru platia dve rovnice rovnovahy (r = 2), v ktorych buda dva
nezname parametre (Np = 2).

KedZe v=r =2 au = np = 2, mdézeme pocet stuptiov vol'nosti pohybu viazané¢ho objektu a
stupen statickej urcitosti urcit’ spolo¢nou rovnicou vizbovej zavislosti:

i=ig=v-u=2-(1+1)=0

Uloha je tvarovo a staticky ur¢itd. To znamend, Ze valec po zataZeni nemeni svoju polohu a
uloha je rieSitelnd s jednym jednoznacnym vysledkom.

Analytické rieSenie: Valec, resp. hmotny bod uvolnime z vizieb. Uéinok vizieb nahradime
vézbovymi reakciami (obr. 1.2.1b).
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K uvol'nenému hmotnému bodu zakreslime najprv sily zndme, potom sily nezname (reakcie vo
vidzbach). Pri neznamych sildch mozeme ich orientdciu len predpokladat. Zvolime vhodnu
stiradnicovu ststavu s pociatkom v bode T.

Rovnovahu danej centralnej rovinnej silovej sistavy mozeme riesit pomocou dvoch silovych
podmienok rovnovahy

>F,=0: —-Fsna-F,+A-Bcosa=0 (a)
> F, =0: -Fcosa-G+Bsina=0 (b)
z (b): SPSLLL Ry 1N
SIn o
z (a): —F;sin a—FﬁA—(FlCO_S—aJFGJCOSa:O / sina.
SN o

—Fysin?a—F,sin a+ Asin a —F, cos®  —Gcosar =0
—Fl(sin 2a+cosza)— F,sin o+ Asin o —Gcosa =0

_F+F,sina+Gcosa
sin o

A

[kN].

Po dosadeni Ciselnych hodnét dostaneme: A = 100,96 KN
B= 81,96 kN

Hodnoty vypocitanych velkosti oboch sil si kladné. To znamena, Ze orientacia predpokladana
pri uvoliovani hmotného bodu odpoveda skuto¢nej orientacii sil.

Grafické rieSenie: Zvolime vhodnt mierku sil mr. Uvolnime hmotny bod. Zakreslime zname
sily F1, F2 a G a z neznamych reakcii A, B len ich zname parametre, v naSom pripade
nositel’ky sil a, b (obr. 1.2.4). Plati vektorova podmienka rovnovahy

F+F+G+A+B=0, ()

ktord vyjadruje rovnovahu piatich sil. Zname sily Fi, F2, G nanesieme v mierke sil do
silového obrazca a graficky s¢itame, ¢im ich nahradime ich vyslednicou R . Potom plati

R+A+B=0. (d)

Rovnica (d) vyjadruje rovnovahu troch sil, z ktorych pozname vyslednicu: R a nositel’ky a a b
hl'adanych sil. Ich vel'kost” a orientaciu uré¢ime z podmienky uzavretia silového obrazca (obr.
1.2.5) zodpovedajticeho tejto vektorovej rovnici tak, Zze v pociatocnom a koncovom bode
retazca znamych sil (resp. vyslednice: R) vedieme rovnobezky s nositel’kami neznamych sil.
Po zostrojeni silového obrazca odmeriame velkosti grafickych obrazov hl'adanych reakcii a po
zohl'adneni pouzitej mierky sil dostaneme:
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A, =10em = A=A, m; =100kN
B, =8lem = B=B,m;=8lkN

_ ]. D&gﬁn'r

lem

;FFJJ

@

Obrazok 1.2.4

Obrazok 1.2.5

PRIKLAD 1.3: Teleso AB tvaru L (obr. 1.3.1) je oto¢ne uloZené v bode A a v bode B je
v danej polohe drzané lanom prevlecenym cez kladku. V bode B je teleso zat'azené bremenom
o tiazi G = 50 N. Vypo¢itajte velkost sily F a osovi silu v prate N pri rovnovahe bremena
v danej polohe. Ulohu rieste analyticky a graficky. Dany je uhol oo = 30°. Hmotnost’ telesa AB
zanedbajte.

Dané: G, a AA

Hladané: N, F

G
Obrazok 1.3.1

Riesenie: V bode B pdsobi tiaz bremena G. V tom istom bode sa prejavi G¢inok reakcie v telese
AB, ako aj sily F, ktorej ulohou je udrzat’ bremeno Vv danej rovnovaznej polohe. Nositelky
vSetkych troch sil lezia v jednej spolo¢nej rovine a G¢inok sil sa prejavi v jednom spoloénom
bode. Hovorime o centrdlnej rovinnej silovej sustave a bod B povazujeme za hmotny bod
V rovine.

Tvarova a staticka urcitost’: Bod B ako vol'ny hmotny bod v rovine ma dva stupne vol'nosti
pohybu. K ramu je viazany telesom AB, ktoré je v tomto pripade vdzbou prutom a odobera
jeden stupeii vol'nosti pohybu.

Pocet stupniov vol'nosti pohybu viazaného bodu B je dany vizbovou zavislost'ou

i=v—u=2-1=1.

10
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Uloha je raz tvarovo neurdita a raz staticky preuréena, to znamena, Ze bod B médZe po zatazeni
zmenit svoju polohu. Rovnovaznu polohu bodu B zabezpecime pomocou lana, v ktorom pdsobi
sila F potrebnej verkosti.

Analytické rieSenie: Bod B uvolnime z vizieb. Zakreslime k nemu znamu tiazova silu G a
nezname sily N a F s predpokladanou orientaciou. Nositel’ka sily N lezi na spojnici bodov
A a B, pretoze na objekt AB pdsobia okolité predmety v dvoch bodoch (t. j. dve sily). Na zaklade
axiomu akcie a reakcie su dve sily v rovnovahe vtedy, ak lezia na jednej nositel’ke, t.j. v naSom
pripade na spojnici bodov AB. Zvolime vhodnu suradnicovi sustavu.

NapiSeme dve statické podmienky rovnovéhy y
> Fy=0: —Fcosa+Nsina=0 (a) F £/N
> F,=0: -G+Fsina+Ncosa=0 (b) m
Ich riesenim dostaneme 1 X
i G
z (a): F= N sin & =Ntga [N]
COS
Obrazok 1.3.2
z () ~G+Ntgasina+Ncosa=0 = N-= G [N].

sin @ tga + cos

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme: N = 43,3 N
F= 25N.

Poznamka: Riesenim sme dostali velkosti oboch sil s kladnym znamienkom, to znamend, Ze
orientdcia predpokladana pri uvolniovani odpoveda skutocnej orientdcii sil.

Grafické rieSenie: Zvolime vhodni mierku sil mr. Uvolnime bod B. Zakreslime k nemu
znamu silu G (obr. 1.3.3) a z neznamych sil Fa N len ich zname nositelky n a f. Ich
velkost” a orientdciu ndjdeme uzavretim silového obrazca s orientdciou sil za sebou, ktory
zodpoveda vektorovej podmienke rovnovahy

G+F+N=0 (©)

Zostrojime silovy obrazec (obr. 1.3.4). V
mierke sil zakreslime najprv silu znamu.
V pociatocnom a koncovom bode
vektora G vedieme rovnobezky
s nositel’kami f a n neznamych sil tak, aby
sme dostali uzavrety silovy trojuholnik, z
ktorého zistime velkosti a orientacie
hl'adanych reakcii.

Vysledky rieSenia:
Ny =43cm = N=N;mg =43N

Fg =25cm = F =Fg me =25N

Obrazok 1.3.3 Obrazok 1.3.4

11
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1.3 CENTRALNA PRIESTOROVA SILOVA SUSTAVA - CPSS
1.3.1 Nahradenie centralnej priestorovej silovej stistavy

Nech v jednom bode posobi priestorova silova sustava n sil. Kazda sila tejto silovej sustavy
nech je uréena velkostou a smerom (obr. 1.7a). Vsetky sily moéZeme nahradit’ jedinou silou,

ich vyslednicou R (obr. 1.7b), ktora musi prechadzat’ spolo&nym pdsobiskom sil. Sila R ako
vyslednica uplne nahradi dant CPSS.

1>

a) b)
Obrdzok 1.7

Poznamka: Pri CPSS sa budeme zaoberat iba analytickym riesenim.

V pravouhlej suradnicovej ststave O(X, y, z) mézeme vyslednicu R rozlozit na zlozky
R..R,.R, (obr.1.7)

R=R_+R, +R.
Podmienky nahradenia

R, =D _Fy =Y Fcosq;
Ry=2 Fy =2 Fcosp (1.12)
R, =) F, =Y Fcosy

Velkost vyslednice R =,/RZ+ Ri +R?
R R R
Poloha vyslednice cosag = FX y COS fr = ?y , (Cos Ve = KZJ

1.3.2 Rovnovaha centralnej priestorovej silovej sustavy

CPSS bude v rovnovihe, ked jej vyslednica R sa bude rovnat nule. (To znamena, Ze jej
vysledny posuvny a otacavy ucinok k 'ubovol'nému bodu v priestore je rovny nule.)

12
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¢ 1. alternativa: zloZkové rovnice

Aby vyslednica bola nulova, musia byt vSetky jej tri priemety rovné nule.

> Fy=0
> F,=0 (1.13)
> F, =0

¢ 2. alternativa: momentové rovnice

Na zéaklade Varignonovej vety mozeme vyjadrit podmienky rovnovahy aj momentovymi
rovnicami vzhl'adom k 'ubovol'nym osiam a, b, ¢ v priestore:

(ZMi)a:O
(> M), =0
(> M), =0

Poznamka: Ziadna z 0si a, b, ¢ nesmie prechadzat’ spolo¢nym pdsobiskom silovej ststavy a 0Si
a, b, ¢ sa nesmu pretinat’ v jednom bode ani byt’ navzdjom rovnobezné.

(1.14)

¢ 3. alternativa: 2 momentoveé a I zlozkova rovnica

(> m;) =0 (1.15)
z I:ix =0
Pozndmka: Osi a, b nesmu prechadzat’ pdsobiskom silovej sustavy. Nesmu sa pretinat’

Vv rovine, ktora prechadza cez posobisko CPSS a je kolma k osi x. Osi &, b nesmt byt’ navzajom
rovnobezng, ak su obe sucasne rovnobezné so spominanou rovinou.

¢ 4. alternativa: 2 zlozkové a 1 momentova rovnica

> F,.=0
> F,=0 (1.16)
(ZMi)a =0

Pozndamka: Os a nesmie prechddzat’ cez pdsobisko CPSS a nesmie byt kolma na rovinu uréena
osami X, Y.

Podobne ako v rovine, aj v priestore pri pocétarskom rieSeni vzdy vopred predpokladame
orientaciu nezndmych sil. Ak rieSenim dostaneme pre danli nezndmu znamienko kladné, volili
sme spravnu orientaciu, ak dostaneme znamienko zaporné, skutocné orientacia tejto sily je
opacna, ako sme predpokladali.
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 1.4: Na vodojem tvaru gule o tiazi G pri rychlosti vetra v = 80 km/hod pdsobi
horizontalna sila F = 2,5 KN (obr. 1.4.1). Vypocitajte vel'’kosti osovych sil v kotevnych lanach
a v podpernom stipe, ak smer pdsobenia vetra je totozny SO sSmerom osi y zvolenej suradnicovej
sastavy 0(X, Y, z), ale opa¢ného zmyslu, ako kladna os y. Dané su G = 30N, « = 30°, = 60°,
7= 55°. Ulohu rieste analyticky.

Dané: v, F,G,a, .y
Hradané: N,;,N,, N,

Obrdzok 1.4.1

RieSenie: Nositelky vSetkych danych sil, ako aj hl'adanych sil posobiacich v lanach
prechadzaju taziskom vodojemu (bodom A), preto ulohu rieSime ako rovnovédhu CPSS
posobiacej nabod v priestore. Bod A uvol'nime a viazby nahradime prislusnymi reakciami (obr.
1.4.2). S ohl'adom na zadanie prikladu osova sila v lane 2 je N2 = 0 (v lane méoze pésobit len
tahova sila!).

Tvarova a staticka urcitost’: Gul'a vodojemu, resp. bod A ako bod v priestore ma tri stupne
vol'nosti pohybu (moznost posuvného pohybu v smere osi X, Y, Z zvolenej stradnicovej
sustavy). Hmotny bod je v nagom pripade viazany k zakladni dvoma lanami 3, 4 a stipom 5
(dva krat vdzba lanom, jeden krat vdzba pratom). Lano 2 pri danom smere vetra je uvolnené,
nemoze plnit’ funkciu vézby.

Vizbovu zavislost’ daného hmotného bodu vypocitame:
I=V-U=3-(13+t1s+15) =0

Uloha je tvarovo uréita.
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Z
Als_F
= Ns
N =0 Na
G
N3
0

Obrdzok 1.4.2

Analytické rieSenie: Pri rieSeni rovnovahy danej CPSS mame k dispozicii tri silové podmienky
rovnovahy, z ktorych vypocitame vel'kosti hl'adanych sil N3, N4, N5 . Uloha je teda aj staticky
urcita.

> F,=0: Njzcosycosa—N,cosysinf=0 (@)

> F,=0: Njcosysina+N,cosycosf—F=0 (b)

> F,=0: —N;siny—N,siny+N;-G=0 ()
RieSenim dostaneme:  N; =N, cosysin p

COS ¥ CoS &
Pretoze o+ f=90°, plati: N3 =Ng4
F 2,5

Potom: N, = :

> cos y sin & + cos ¥ cos [ - cos 55°(sin 30°+cos 60°)
N2 = N3 =4,36 kN

Osové sila v stipe: N5 = G+ 2 N3siny = 30+2-4,36- sin55° = 37,1 kN.
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2  VSEOBECNE SILOVE SUSTAVY. ROVNOBEZNE SILOVE
SUSTAVY. ROVNOVAHA TELESA

21 VSEOBECNA ROVINNA SILOVA SUSTAVA. ANALYTICKE RIESENIE

VRSS
y y A y R=S

OR = 05
a a r

o R
Ai(X1,y1) > = 0 * =
0 X X X

p
a) b) c)

Obrazok 2.1

V8eobecnt rovinnl sustavu tvoria sily vieobecne rozptylené v rovine (napr. v rovine x, y na
obr. 2.1a)._Uéin0k kazdej sily F k pociatku suradnicovej sustavy 0,X,y bude posuvny Fi
aotaavy Mio Vysledny posuvny a otacavy ucinok silovej sustavy Kk pociatku v bode 0 bude
(obr. 2.1b):

S=%F
'\Wo:zmio

Mo6Zu nastat’ pripady:

(2.1)

e S#0, My#0 -stistavama vyslednicu R - ide mimo bodu 0,
e S#0, My=0 -ststavama vyslednicu R - ide cez bod 0,

e S=0, I\Wo =+ 0 - ststavu nahradi silova dvojica v rovine X, y ,
e S=0, My;=0 -podmienky rovnovahy VRSS.

2.1.1 Nahradenie VRSS v zvolenom pociatku

Velkost momentu M;, vyjadrime s pouzitim Varignonovej vety (obr. 2.1a)
Mio =X Fy —¥; Fi
VRSS v zvolenom pociatku 0 (obr. 4.1b) nahradime tromi skalarnymi podmienkami:

S, =Y Fy=Y Fcose
S,=>F,=> Fsing, (2.2)
Mo ZZMiO ZZ(Xi Fy =i Fix):zFi(Xi sin «; — Y Cosai)zzFi Pi

16



TECHNICKA MECHANIKA STATIKA

2.1.2 Nahradenie VRSS vyslednicou

S a Mio nahradime vyslednicou R, pri¢om R = Sa ar = as, posunutou od poéiatku 0
0 vzdialenost’ p (obr. 2.1c). Velkost’ vyslednice ur¢ime zo vztahu:

R=R;+RJ

R =5 =SF
kde © 2. Fi (2.3a)
Ry =3, = Z Fiy
Uhol o a polohu p uréime zo vzt'ahov
R M,
cosa, =— =2 2.3b
Or R p R ( )
2.1.3 Podmienky rovnoviahy VRSS
Podmienky rovnovahy S =0, I\WfJ =0 urdujt tri skalarne rovnice rovnovéhy:
¢ 1. alternativa: 2 zlozkové rovnice, 1 momentovd
RX = O, z FiX = O
R, =0, = > F, =0 (2.4)
M 0 = O, z M io = O

¢ 2. alternativa: 3 momentoveé rovnice

> M, =0
D> M =0 (2.5)
D> Mic=0

Poznamka: Body A, B, C nesmu lezat na jednej priamke — mohla by na nej posobit vyslednica
a pritom podmienky rovnovahy by boli splnené.

¢ 3. alternativa: 2 momentove a I zlozkova rovnica
Z My =0

> M =0 (2.6)
> Fy=0

Poznamka: Spojnica bodov A, B nesmie byt kolma na os x (na os, v smere ktorej piSeme silovu
rovnicu) — mohla by na tejto priamke byt vyslednica a pritom by platili podmienky rovnovahy.
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2.2 ROVNOBEZNA ROVINNA SILOVA SUSTAVA. ANALYTICKE RIESENIE.

Rovnobezni rovinnu silova ststavu (obr. 2.2) mézeme pokladat’ za Specialny pripad VRSS,
kedy su vsetky uhly aj rovnaké.

Az

Ai(Xi,Vi)

Obrazok 2.2

Pre zjednodusenie mozeme napriklad os y zvolit’ rovnobezne so smerom sil (obr. 2.3a).

y 5 y y
A; N B R
N 5 N
Ar o o o
I Ai(xi,yi “~Mo
>
0 Di X 0 X 0 D X
a) b) c)
Obrazok 2.3

2.2.1 Nahradenie RRSS v zvolenom pociatku

V zvolenom pociatku 0 je silova sustava uréend silou S a momentom M, (obr. 2.3b).

S=)F
Mozzpi Fizzxi F

2.2.2 Nahradenie RRSS vyslednicou

2.7)

Velkost a poloha p vyslednice R, pricom R =S (obr. 2.3¢), je uréena vztahmi.

R=>F
Mo z pi I:i (28)

TRTYF

18
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2.2.3 Podmienky rovnovihy RRSS
Podmienky rovnovahy S =0, M, = 0 v pripade RRSS vyjadruja dve skalarne rovnice.

¢ 1. alternativa: [ zlozkova a 1 momentova rovnica

S=0 Y F=0
2.9
eo 7 S 29)

¢ 2. alternativa: 2 momentové rovnice

> M, =0
> Mg =0

Poznamka: Spojnica bodov A, B nesmie byt rovnobezna so smerom sil RRSS.

(2.10)

2.3 GRAFICKE’ RIESENIE VSEOBECNEJ A ROVNOBEZNEJ ROVINNEJ
SILOVEJ SUSTAVY

2.3.1 Rovnovaha Styroch sil v rovine. Culmannova iiloha

Nech je dana sila F a nositel’ky a, b, ¢ sil K, E, 6, ktoré maja byt so silou F Vv rovnovahe
(obr. 2.4). Nositel’ky sil f, @, b,c lezia v jednej rovine, ale neprechadzaji jednym bodom ani nie
si navzajom rovnobezné.

F+A+B+C=0 (2.11)

Podobne musia byt v rovnovahe €iastocné vyslednice dvoch a dvoch sil ('ubovolnych).

F+A=Rg,, B +C =Ry (2.12)
Potom mo6zeme rovnicu (2.11) napisat’ v tvare

Dve rovnovazne sily musia lezat’ na jednej priamke, pritom ﬁFA prechadza bodom X a Rg¢

bodom Y. Teda spojnica bodov X a Y je nositel’kou ¢iasto¢nych vyslednic ﬁFA a Rge - tzv.
Culmannova priamka (Cp).

Z rovnice (2.11) vzhladom na (2.12) vyplyva
F+A+Rg.=0 (2.14)

Z podmienky rovnovéhy troch sil ur¢ime A a ﬁBC- Potom ﬁBC rozlozime na jej zlozky

Rgc =B +C (2.15)
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Obrazok 2.4

2.3.2 Grafické urcenie vyslednice VRSS a RRSS

Velkost” a polohu vyslednice viacerych sil posobiacich na teleso v rovine je mozné graficky
urcit’ postupnym skladanim sil na zéklade axidémy vektorového skladania sil.

F,=FR+F,, Fos=F,+F az ﬁzlf1...n:Z‘,|Ei

n

Pri va¢Som pocte sil je vSak takéto rieSenie neprehl’adné. Vyslednicu viac ako troch sil v rovine
mdzeme vyhodne urcit’ pomocou tzv. silového obrazca a vyslednicovej ciary. Postup rieSenia
je naznaceny na priklade uréenia vyslednice troch sil (obr. 2.5). Zo silového obrazca uré¢ime
velkost’ vyslednice urCenej vektorovym sictom sil danej silovej sustavy (obr. 2.5b):

F+F+F=R (2.16)

Aby sme nasli polohu vyslednice, nahradime danu ststavu sil ekvivalentnou sustavou sil Ri :
Rozlozme najprv silu F; na dve pomocné sily K, a K;. Rozklad urobime v silovom obrazci.
Smery avelkosti oboch sil st ur€ené spojnicami T'ubovolne zvoleného bodu (pélu P)
S pociato¢nym a kone¢nym bodom vektora sily Ifl Dalej rozlozme silu |f2 nasily — Kl, KZ
tak, aby sa ich u¢inok sil Kl a— Kl navzajom zrusil, t. j. aby boli rovnako velké, opacne
orientované a lezali na jednej nositelke. Podobne rozlozime silu F; na sily —K,, Kj.

Rovnako by sme postupovali pri 'ubovol'nom pocte d’alSich moZznych sil. Potom pre jednotlivé
sily a ich vektorovy sucet plati:

R =Ko +K

F,=-K +K,

F=-K,+K,

F+F+F=K,+K;=R (2.17)

Vyslednica R sil F, F,, F; je suasne vyslednicou pomocnych sil K, a K; a jej nositel’ka r

musi v obrazku uvolnenia telesa v rovine prechadzat’ priesecnikom | nositeliek sil K, a Kj.
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Rovnaky postup rieSenia je mozné pouzit' pri hladani vyslednice l'ubovolného poctu
roznobeznych, ale tiez rovnobeznych sil v rovine.

b)
Obrazok 2.5

Pri beznom rieseni neoznacujeme pomocné sily K; Sipkami a pomenovanim. Ozna¢ime len ich
nositel’ky prislusnym ¢islom (obr. 2.6).

a) b)
Obrazok 2.6

V silovom obrazci nositelky vietkych pomocnych sil K; prechadzaji cez spolo¢ny bod — pol
P, vytvaraju tzv. polovy obrazec anazyvame ich podlovymi licmi. V obrdazku uvolnenia
(pdsobenia) sil vytvaraju nositelky pomocnych sil tzv. vyslednicovii ciaru. Useéky od jednej
sily po druhu su stranami vyslednicovej Ciary. Vyslednicova €iaru zostrojime postupnym
prenesenim polovych lacov z pdlového obrdazka do obrazku uvolnenia, priCom z podmienok
rozkladu réznobeznych sil vyplyva, Ze nositel’ky sil, ktoré v pélovom obrazci vytvaraji
uzavrety trojuholnik, sa musia vo vyslednicovej €iare pretinat’ v jednom spolo¢nom bode.

21



TECHNICKA MECHANIKA STATIKA

RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 2.1: Dany je nosnik AB zat'azeny silou F (obr. 2.1.1). Uréte reakcie v bodoch A,B
pri rovnovéhe nosnika. Dana je vel’kost sily F =600 N, rozmer a = 1m a uhol o = 45°. Ulohu
rieSte analyticky a graficky.

Dané: F,a,a - B
— = F
Hrladané: A,B

2

o

A
&

a a

Obrazok 2.1.1

RieSenie: Nosnik je zatazeny vonkajSou silou F . K ramu je viazany viizbami v bodoch A a B,

v ktorych po zatazeni vzniknu reakcie A a B . Kazda z tychto sil pdsobi na nosnik v inom bode.
Vsetky vsak leZia v jednej spolo¢nej rovine. Tvoria vSeobecnu rovinnu silovi stistavu (VRSS),
nosnik je preto telesom v rovine.

Tvarova a staticka urcitost’: Nosnik ako teleso v rovine mé tri stupne volnosti pohybu.
K ramu je viazany v bode A posuvnym 16zkom, ktoré mu odobera jeden stupen vol'nosti pohybu
(u = 1; nositel’kou reakcie je kolmica na opornt plochu) a v bode B klbom odoberajicim dva
stupne vol'nosti pohybu (U = 2; nositel’ku reakcie nepozname, najdeme ju v priebehu rieSenia).
Vizbova zavislost’ daného telesa je uréend vztahom:

i=v-u=3-(1+2)=0

Ak i=0, tloha je tvarovo a staticky urcita.

Analytické rieSenie: Uvol'nime hmotny objekt. Zakreslime k nemu zndme zat'azujice sily a
reakcie, ktorymi nahradime u¢inky vézieb telesa k ramu (obr. 2.1.2). Zvolime vhodnu
stradnicovu ststavu. U neznamych reakcii predpokladdme ich orientécie.

By XA
Bx =
X
F
‘Z‘\
‘|

< if—

Obrazok 2.1.2
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Pri rieSeni vychadzame zo zakladnej podmienky rovnovahy VRSS:
2F=0, >Mg=0 (@)

Vzhl'adom na (a) posuvny aj otacavy ucinok pri rovnovahe musi byt nulovy. Tuto podmienku
vyjadruju tri skaldrne podmienky rovnovahy:

> Fy=0: Fcosa-B,=0 (b)
> F,=0: —Fsina+A-B, =0 (c)
> Mig=0: —A2a+Fsinaa+Fcosa-a=0 (d)

Upravou rovnic a dosadenim dostdvame :

z (b): B, = F cosa =4243N
2 () A F (sin a2+005a):424’3N
z (c): B, =A-Fsina=0

Poznamka: Momentovi podmienku mozeme pisat’ K lubovolne zvolenému bodu. Vyhodné je
zvolit bod, ktorym prechdadza maximalny pocet neznamych sil. Sily, ktorych nositelky
prechadzaju zvolenym vztaznym bodom, nemaju k tomuto bodu Ziadny otacavy ucinok (moment
Jje nulovy). Ostatné sily maju k danému bodu otacavy ucinok (moment), ktorého velkost je dana
sucinom vel'kosti sily a najmensej, kolmej vzdialenosti nositelky danej sily od vztazného bodu.

Velkost’ a smer reakcie v bode B vypocitame zo vzt'ahov :

B=,/B+B’ =4243N (e)

COS g = % =  ag = arccos % =0° ()

Uhol a je uhol, ktory zviera nositel’ka reakcie B s kladnou osou x zvolenej suradnicove;
sustavy.

Grafické rieSenie: Zvolime vhodnii mierku dizok mg a mierku sil me. V mierke dizok
nakreslime nosnik uvolneny z vizieb (obr. 2.1.3). K uvolnenému telesu zakreslime zndmu silu
F, ktorti pozname tplne (velkost’, smer, orientdciu) a sily nezname, z ktorych vyznacime len

zname parametre. Z reakcie A v bode A pozname len jej nositel’ku. Z reakcie B iba bod B,
V ktorom sila pdsobi na teleso.

Rovnovahu danej silovej ststavy posobiacej na nosnik vyjadrime vektorovou podmienkou
rovnovahy (g). Grafické rieSenie spociva v zostrojeni jej grafického obrazu, to znamena
uzavretého silového obrazca. Aby sme ho mohli zostrojit’, musime najst’ nositel’ku b reakcie B.
N4jdeme ju pomocou definicie o rovnovahe troch sil:

Tri sily su v rovnovdhe vtedy, ak sa ich nositelky v obrdazku uvolnenia (pésobenia sil) pretinaju
v jednom bode a v silovom obrazci sily tvoria uzavrety trojuholnik s orientdaciou sil za sebou.
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V obrazku uvolneného telesa (obr. 2.1.3) najdeme priesecnik nositelick fa a. Spojime ho s
bodom B. Dostaneme tak nositel’ku b reakcie B. Pokratujeme zostrojenim silového obrazca.
Na rovnobezku s nositelkou f nanesieme silu F v zvolenej mierke sil. V pociato¢nom a
kone¢nom bode sily zostrojime rovnobezky s nositel’kami reakcii A, B tak, aby sme dostali
uzavrety silovy obrazec (obr. 2.1.4). Odmeriame dizky grafickych obrazov hl'adanych sil Ag,
Bgy. Zohl'adnenim zvolenej mierky sil ur¢ime ich velkosti.

im 100N o _
mg=——; mg = F+A+B=0
7 2em T 1em = = @
b B
f -
b A
E
a £
a
Obrazok 2.1.3 Obrazok 2.1.4

Ag=4,2cm = A=Ang=420N
Bg:4,20m = B:Bng:420N

PRIKLAD 2.2: Vodorovny nosnik AB upevneny prutmi 1,2,3 podl'a obrazku 2.2.1 je zat'azeny
silou F = 600 N. Ur¢te osové sily N1, N2, N3 ktoré vzniknu v jednotlivych vézbach prutom,
ak a=06m, b=1m, c=0,8m, o =60° f=45°. Ulohu rieste analyticky a graficky.

Dané: If,a,b,c,a,ﬂ
Hradané: N;,N,, N, a b

A
Obrazok 2.2.1

RieSenie: Vizby prutom, ktorymi je nosnik upevneny k ramu su realizované tak, Ze nositel’ky
osovych sil, ktoré vznikni ako reakcia na vonkajSie zat'azenie, lezia v rovine poOsobenia
vonkajgej sily F . Na nosnik potom pdsobia $tyri sily, ktorych nositel’ky leZiav jednej spolo¢nej
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rovine, maju rozne pdsobiskd, velkosti a smery. Tvoria v§eobecnu rovinnu silova ststavu
(VRSS) a nosnik povazujeme za teleso v rovine.

Tvarova a staticka urcitost’: Nosnik ako teleso v rovine ma 3 stupne vol'nosti pohybu. V danej
polohe je viazané troma pratmi. Kazdy prat ubera 1 stupent volnosti pohybu. Pocet stupiiov
vol'nosti pohybu je dany viazbovou zavislostou:

i=v-u=3-(3-1)=0

Teleso ma odobrané vsetky moznosti pohybu (i = 0), tloha je tvarovo uréita. Pre rieSenie
rovnovahy vseobecnej rovinnej silovej sustavy mame k dispozicii 3 nezavislé statické
podmienky rovnovahy, z ktorych vieme vypocitat’ 3 nezname parametre (osové sily v pratoch).
Uloha je staticky uréita.

Analytické rieSenie: Nosnik AB uvolnime z vézieb (obr. 2.2.2). Zakreslime k nemu vsetky
sily, ktoré nan poOsobia. Najprv znamu silu F, potom sily nezname Nl, NZ, N3, ktoré
zakreslime s predpokladanymi orientdciami. Zvolime stiradnicovi sustavu a kladny zmysel

pOsobenia momentov.
y <\
N3 +
X
A

a
N1 N> F

Obrazok 2.2.2

Na urcenie neznamych sil pouzijeme tri nezavislé statické podmienky rovnovahy:

D Fi=0: N,cosa+Nzcos =0 (@)
D> F,=0: —N;—N,sina+Nssin S—F =0 (b)
> Mic =0: Nya+Ngsin Bb—F(b+c)=0 (c)

Postupnym rieSenim sustavy rovnic (a), (b), (c) ur¢ime velkosti hl'adanych osovych sil
v pratoch Nz, N2, Na:

3= Flaxbre) 7614w
acos ftga +a sin f+bsin g
N, _ _N3COSB _ 1691 227N
cos &

N, =—N,sina+ N;sinf—F =890,644N

Velkosti sil Nia Ns su kladné, to znamend, Ze predpoklad ich orientécii bol spravny. Sila N
je orientovana opacne ako sme predpokladali. Praty 1, 3 st namahané tahom, prut 2 je stlacany.
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Grafické rieSenie: Zvolime vhodné mierky dizok mg a sil mg. Nosnik uvolneny z vizieb
nakreslime v zvolenej mierke diZok. K nemu zakreslime dant silu F, ktord pozndme uplne
(velkost, smer, posobisko). Z neznamych sil N1, N2, N3 zakreslime len zndme parametre, to
znamena posobiska a nositel’ky ni, n2, n3 (obr. 2.2.3).

Na uvolneny nosnik posobi vSeobecnd rovinnd silova sustava, pre ktoru plati vektorova
podmienka rovnovahy (d). Ide o rovnovahu Styroch sil, ktorych nositel’ky lezia v spolo¢ne;j
rovine, nepretinaji sa v jednom bode a nie su navzdjom rovnobezné.

Im | 100N
m J—

M= Sem F0,5cm Q
(e)
()
\ n3 (g)
1 Cp=nsr=n12

N1

il

nz

Obrazok 2.2.3

Ngg =38cm = Ny =Ny My =760N Obrdizok 2.2.4

Ulohu graficky riesime tzv. Culmannovou metédou. Na zaklade definicie o rovnovéhe troch sil
je moZné graficky vyrieSit' rovnovdhu troch sil. Nahradime napr. sily F a Nz ich
vyslednicou Rsr, ktord je v rovnovéhe so silami N1, Na. Jej nositelka nsr potom ako nositel’ka
vyslednice F a N3 musi prechadzat v obrazku uvolnenia (pdsobenia sil) prieseénikom
nositeliek s&itavanych sil (11.) a suasne prieseénikom nositeliek sil N1, Nz (1), s ktorymi je
Vv rovnovahe. Podobne nositelka Ciastocnej vyslednice Rizdruhe; dvojice sil N1, N2 musi
prechadzat’ prieseénikom sil Ni, N2 a sucasne prieseénikom nositelick F a Na, s ktorymi j jev
rovnovahe.Ak ma byt splnend rovnica (e), ktord vyjadruje rovnovahu dvoch sil, vyslednic Ri2
a Rsr, musia byt tieto dve sily rovnako vel’ké, opaéne orientované a musia leZat’ na spolognej
nositel’ke, ktora je spojnicou priese¢nikov nositeliek dvoch a dvoch s¢itavanych sil (body I.,11.).
Tato spojnicu nazyvame Culmannova priamka (Cp). Rovnicu (d) mdézeme potom prepisat’ v
tvare dvoch podmienok rovnovahy troch sil (f) a (g).
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Grafické rieSenie tejto ulohy spociva v najdeni priesecnikov nositeliek dvoch a dvoch sil v
obrazku uvolnenia telesa. Ich spojenim dostaneme Culmannovu priamku Cp ako nositel’ku
dvoch pomocnych sil Ri2a Rar. Pokradujeme rieSenim rovnovahy sil vyjadrenej podmienkou
(), kde zo znamej sily F nanesenej do silového obrazka v zvolenej mierke sil (obr. 2.2.4)
ur&ime velkosti a orientacie sil N3 a Ri2. Zmenou orientacie Ri2 dostaneme silu Rsr. Podla
podmienky (f) ndjdeme v silovom obrazci sily Nia Na.

Poznamka: Ciastocné vyslednice a ich orientdcie pri rieSeni obvykle nevyznacujeme. Berieme
ich len ako pomocné sily. Ulohu je mozné riesit aj rovnovahou ciastocnych vyslednic inych
dvoch a dvoch sil.

PRIKLAD 2.3: Nosnik AB viazany k ramu rovinnym kibom v bode Aa pritom v bode B (obr.
2.3.1) je zatazeny momentom o velkosti M =400 N.m. Dan4 je dizka | =2 m a uhol o, = 45°.
Urcte reakcie vo véizbach analyticky a graficky.

Dané: M, |, M
Hradané: A , B

Obrazok 2.3.1

RieSenie: Po zataZeni nosnika momentom M za¢nd vo viizbach, ktorymi je nosnik viazany
k ramu, posobit’ reakéné sily A, B. Obe sily posobia v jednej spolo¢nej rovine a spolu
s momentom M tvoria vieobecnt rovinnt silovii stistavu. Nosnik je preto telesom v rovine.

Tvarova a staticka ur€itost’: Vizbovu zavislost’ daného telesa v rovine vyjadrime vztahom:
i=v-u=3-(2+1)=0

Uloha je tvarovo a staticky ur¢ita.

Analytické rieSenie: K uvolnenému hmotnému objektu (nosnik AB) zakreslime vonkajsi
zatazujuci moment M a reakcie nahradzajtce G¢inky vézieb v bodoch A a B (obr. 2.3.2).

Ax X

Obrazok 2.3.2
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Napiseme tri skaldrne podmienky rovnovahy:

> Fy =0: A —Bsina =0 (@)
> Ry, =0: A, +Bcosa =0 (b)
> Mju=0: —M+Bcosa =0 (c)
Ak z (c¢) vyjadrime B= M =282,8N
o | cosa '
Potom A =Bsina = sina:M=200N
| cosa I
M
A, =—-Bcosa =- cosa =——=—-200N
lcosa |

Velkost’ a smer vyslednej reakcie v bode A vypocitame zo vzt'ahov:

A= /AZ+ Al =2828N (d)

A A
COSa, =—> = @, =arccos— =45° e
AT A A A (e)

Moment — silova dvojica méze byt v rovnovahe len s inym momentom — silovou dvojicou.
Preto a, = .

PRIKLAD 2.4: Teleso nepravidelného tvaru na obrdzku 2.4.1 je zat'azené vonkajsou silou F

a vonkaj$im momentom M . Urdte reakcie vo votknuti telesa analyticky a graficky, ak s dané
sila F = 400N, moment M = 800N.m arozmery r =1m, | =2m.

M
IR

Dané: F,M,r,1
Hradané: A,M ,

e

T

Obrazok 2.4.1

RieSenie: Teleso je zatazené silouF amomentom M, ktory nahradime dvojicou sil

posobiacich v tej istej rovine, ako sila F . Za predpokladu rovnovazneho stavu musi reakcia v
jedinej vizbe tohto telesa k rdmu posobit’ v tej istej rovine, ako vonkajSie zat'azenie. VSetky
sily potom tvoria VRSS.

Tvarova a statickd urcitost’: Vizba votknutim odobera telesu v rovine tri stupne vol'nosti
pohybu (2 posuvy a otocenie (U = 3)), tomu zodpovedaju tri nezname parametre (np = 3), a to
dva parametre reakcie A (pri analytickom rieseni suradnicové zlozky Ay, Ay, pri grafickom
velkost’ a smer dany nositel’kou) a velkost momentu Ma. Ak plati

i=v—u=3-3=0, potom uloha je tvarovo i staticky urcita.
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Analytické rieSenie: Uvol'nime hmotny objekt (obr. 2.4.2). Zakreslime znamu zatazujicu silu
F, moment M a nezndme Ax, Ay, Ma s predpokladanymi orientadciami. Zvolime vhodnu
suradnicovu sustavu.

Obrazok 2.4.2
Napiseme skalarne podmienky rovnovahy:
ZFixzo: A -F=0 @ = A =F=400N
ZFiyzo: A, =0 b = A=0

ZMiA:O: -F-r+M+M,=0 (¢) = M,=-M+F-r=-400N.m

Velkost a smer vyslednej reakcie v bode A vypocitame:

A=./AZ + A2 =400N (d)

A
cosaAzfx=0:a=0° ()

PRIKLAD 2.5: Rovinna priruba znézornena na obr. 2.5.1 je zatazena silami Fj, F,, F;.
Uréte, aky je vysledny uéinok danej silovej sustavy v bode 0 a jej vyslednicu. Ulohu rieste
analyticky. Dané su velkosti sil F1 = 200N, F2 = 500N, F3 = 250N, o1 = 0°, a2 = 60°, a3 =
30°,a=0,7/m,b=0,5m, c=0,1m.

F y \
- +
Dané: F,F,, F;, 0,0, 005,8,0,C b
® 127) _ X
Hladané: S,M,, R N F1
F3
(4]
/ /@3
0 4 T o
Ao

Obrazok 2.5.1
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RieSenie: Nositel'ky vSetkych sil posobiacich na prirubu lezia v spolo¢nej rovine, maju rézne
poOsobiska, velkosti, smery, orientacie a nepretinaji sa v jednom bode. Tvoria preto vSeobecnu
rovinnu silovl sustavu, ktorej vysledny ti¢inok na prirubu méze byt posuvny, dany vyslednym
posuvnym G&inkom S a sucasne otatavy t&inok, dany momentom k uvazovanému vztaznému
bodu M,.

Analytické rieSenie: Velkost' vysledného posuvného ucinku Sa sucasne aj vyslednice R
uréime zo statickych podmienok nahradenia danej silovej ststavy:

R,=S,=> F, R,=S,=F+F;cosa;-F,cosa, (@)

Ry=S, =D F,: R, =S, =F,siha,+F;sina; (b)

Po dosadeni: R, =S, =166506N , R, =S, =558,012N

R=5=/RZ+R2 = [S2+52 =/1665 +558 =58232N

Uhol ar, ktory zviera nositel’ka vysledného posuvného tG¢inku s a tiez vyslednice r s kladnou
0S0U X, je dany smerovym kosinusom

cosag =—

= o = arccos Re = arccos 57 73°23'06" ()
R 582,3

Tento smerovy uhol uréuje zarovei zmysel vyslednice R .

Vysledny otacavy ucinok jednotlivych sil k osi kolmej na rovinu posobenia sil a prechadzajtce;j
zvolenym vztaznym bodom 0 (moment Mo) je dany algebrickym stctom momentov
jednotlivych sil k tej istej osi, resp. bodu (Varignonova veta)

Mg =2 My
My =-F;cosa;c+F;sina,b—-Fa+F,cosa, a (d)
M, =75,85N.m

Vysledny zat'azujici ucinok danej VRSS je nahradeny posuvnym ucinkom S = 582,32 N a
otaCavym ucinkom vyjadrenym momentom o velkosti Mo = 75,85 N.m. Kladnd hodnota
vypocitanej vel'kosti momentu znamena, ze ota¢avy ucinok posobi v predpokladanom kladnom
zmysle, t.j. proti smeru pohybu hodinovych ruciciek.

Vysledny u¢inok VRSS mozeme nahradit’ aj jej vyslednicou posunutou od vztazného bodu 0

o vzdialenost’ p (obr. 2.5.2) tak, aby moment vyslednice R k r
vztaznému bodu sa rovnal momentu Mo (algebrickému suctu y —
momentov jednotlivych sil k tomu istému bodu). R
My
MO:p'R: = pz?:0,13m (e) 0

Obrdzok 2.5.2 P
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PRIKLAD 2.6: Zalomeny nosnik znizorneny na obrazku 2.6.1 je zataZeny spojitym
zatazenim q[N.m™], osamelou silou velkosti F =q-2a[N] a silovou dvojicou, ktorej moment

M =q-a’[N.m]. Uréte analyticky a graficky reakcie A a B vo vizbach, ak rozmera=1m
a vel’kost’ spojitého zataZenia je g =200 N.m™.

M
_ L~
Dané: F,q,M,a
Hladané: A, B AEE vy Vv
A © If
. 2a a
< «
B

oo
Obrazok 2.6.1

Riesenie: Nosnik je zatazeny spojitym zatazenim T, silou F a silovou dvojicou, ktoré naf
posobia v spolo¢nej rovine. Pre dosiahnutie rovnovazneho stavu, ked’ nosnik nemeni svoju
polohu, musia aj reakcie vo vizbach A a B pdosobit’ v tej istej rovine. VSetky sily tvoria potom
v§eobecnu rovinnu silovia sustavu a nosnik povazujeme za teleso v rovine.

Tvarova a staticka urcitost’: Nosnik ako teleso v rovine ma tri stupne volnosti pohybu.
K ramu je viazany kibom v bode A, ktory uberé telesu dva stupne vol'nosti pohybu a posuvnym
16zkom, ktoré ubera jeden stupefi volnosti. V rovinnom kibe A st nezname dva parametre
reakcie A (pri analytickom rieSeni Ax a Ay, pri grafickom rieSeni velkost' A a uhol o). V
posuvnom 16zku B je znama nositel’ka b, neznama je len vel'kost’ reakcie B.

Pocet stupniov volnosti je dany vdzbovou zavislost'ou

i=v-u=3-(2+1)=0

Uloha je tvarovo i staticky uréita. Pri analytickom rieSeni rovnovihy VRSS mame k dispozicii
tri nezavislé statické podmienky rovnovahy, z ktorych vieme vypocitat’ tri nezname parametre.

Analytické rieSenie: VySetrované teleso uvolnime z vézieb (obr. 2.6.2). Zakreslime vsetky
sily, ktoré nail posobia: zatazujice sily F, Q, moment M a nezname reakcie v bodoch A a B,
z ktorych vyznacime predpokladané orientécie sil. Spojité zataZenie @ pri rieSeni nahradime
silou Q, ktorej u¢inok na vysetrované teleso odpoveda uginku povodného spojitého zatazenia
q . Jej velkost je dana vztahom Q =(-2a a sila posobi v tazisku plochy zobrazujicej priebeh
spojitého zatazenia. V obrazku uvolnenia vyzna¢ime stiradnicovu ststavu a zvolime kladnti
orientdciu momentov.

Pri rieSeni pouzijeme tri statické podmienky rovnovahy

> Fy=0: A-F=0 (a)
ZFiy=01 A,-Q+B=0 (b)
> M;,,=0: M-Q-a-F-a+B-3a=0 (c)
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M
y "‘
Ax A X
‘ :
Ay [ ——
B

Obrazok 2.6.2
Dosadenim danych hodnét a rieSenim ststavy rovnic (a), (b), (c) dostaneme hodnoty
A =F=q-2a=400N

_F-a+Q-a-M q-2a-a+q-2a-a—q-a’
3a 3a

A, =Q-B=q-2a—-B=200N

A= A2+ AZ =447213N

Uhol, ktory zviera nositel’ka a s kladnym smerom osi X zistime pomocou smerového kosinusu

B

=(q-a=200N

COSaxp = % = o, = arccos % = 26°33'53"

PRIKLAD 2.7: Na vodorovny nosnik AB dizky | = 10 m (obr. 2.7.1) pdsobia v zvislom smere
tri sily |, F,, F; o vel’kosti F1=50 000 N, F> = 30 000 N a F3 = 10 000 N. Ich nositelky fi,

f2, f3 st navzajom rovnobezné. Uréte reakcie vo védzbach, ak nosnik je k ramu viazany v bode A
rovinnym klbom a v bode B posuvnym 16zkom. Dané st rozmery: a =3 m, b = 4 m. Ulohu
rieSte analyticky a graficky.

Dané: F,F,,F;,a,b,l
Hl'adané: A , B

1/2 1/2

N

Obrazok 2.7.1
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RieSenie: Nosnik je zvonku zatazeny silamiF;, F,, IE3, ktorych nositel’ky lezia v jednej
spolo¢nej rovine a su navzajom rovnobezné ( obr. 2.7.2).

V pripade rovnovahy silovej ststavy posobiacej na nosnik reakcie v podperach A a B musia
poOsobit’ v tej istej rovine a smere, to znamend, Ze ich nositel’ky musia byt rovnobezné
s nositel’kami vonkajSich zatazujucich sil. VSetky sily pdsobiace na nosnik tvoria potom
rovnobeznu rovinnu silova sustavu (RRSS). Nosnik povazujeme za teleso v rovine. Teleso
V rovine ma tri stupne volnosti pohybu. Vizba kibom v bode A ubera dva stupne volnosti
pohybu. Vézba posuvnym 16zkom v bode B ubera 1 stupen vol'nosti pohybu.

Tvarova urcitost’ je dana vizbovou zavislostou
i=v-u=3-(2+1)=0
Uloha je tvarovo uréita.

Analytické rieSenie: Nosnik uvolnime z vézieb (obr. 2.7.2). K uvol'nenému telesu zakreslime
zname sily F, F,, F;a nezname reakcie vo vizbach (v bodoch A a B) s predpokladanymi
orientaciami. Zvolime pravouhlu siradnicovu ststavu a kladny zmysel orientacie momentov.

Pretoze sily Fj, F,, F;a reakciaB v posuvnom 167ku su navzajom rovnobezné, potom aj

nositel’ka reakcie v klbe A musi byt' s nimi rovnobezné. VSetky sily posobiace na nosnik AB
st rovnobezné a teda tvoria rovnobeznu rovinnu silova sustavu.

Uloha je staticky uréité, pretoze
is=r-n,=2-(1+1)=0

kde r = 2 je pocet nezavislych statickych podmienok rovnovahy RRSS a np = (1+1) =2 je pocet

2 b yD

X

neznamych reakcii A, B.

Fl F2 F3

1/2 112

Obrazok 2.7.2

Pre rovnovahu RRSS zvolime dve momentové podmienky rovnovahy k bodom A a B, pretoze
pri tejto vol'be v kazdej z podmienok bude len jedna neznama

> M, =0: —Fl-a—F2~|§—F3~(a+b)+B-l=0 ()

> Mg =0: Fl-(l—a)+F2-12+F3-(I—a—b)—A-|=0 (b)
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Po dosadeni a vyrieSeni sustavy rovnic dostaneme

F,-a+ F2-|—+ F;-(a+b)
z(@ B= 2| = 37000N

Fl(l—a)+F2|2+F3(I—a—b)

z(b) A= | =53000N

Hodnoty velkosti vypocitanych reakcii st kladné, to znamend, ze predpoklad orientécii bol
spravny. Kontrolu spravnosti urobime pomocou zlozkovej rovnice

> F,=0: —A+F, +F,+F,;—B=-53000+50000 +30000 +10000 —37000 = 0.

Velkosti neznamych reakcii boli vypocitané spravne.

2.4  VSEOBECNA PRIESTOROVA SILOVA SUSTAVA

Vseobecnu priestorovi silovii ststavu tvoria sily Tubovolne rozlozené v priestore. Je to
najvseobecnejsi typ silovej ststavy, pre ktoru plati

S#0, My#0, S-My=0

Ked’Ze vo vieobecnosti S a M nie st kolmé, nemdzeme VPSS nahradit’ jednou silou.

d) €) f)

Obrazok 2.7
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2.4.1 Nahradenie VPSS v zvolenom pociatku

Majme dant VPSS v zvolenom poéiatku 0 (obr. 2.7a). Uginok i-tej sily k bodu 0 je

I3

e posuvny F,
o otatavy M, =T, xF,
Vysledny uc¢inok od vSetkych sil danej silovej ststavy je v bode 0

e posuvny (obr. 2.7b) S = D> F
otdcavy (obr. 2.7c) Mgy => M,

P K
I\WO=Z:'\Wi0=Z:Fi><'Ei=Z: i Yi I
Fix Fiy I:iz
Velkost’ a smer posuvného a otacavého ucinku
S=S,+5,+5,=5,:1+S,-j+S,k (2.18)
Mo=M, +M, +M, =M i +M -j+M, -k (2.19)
Utinok VPSS vzhladom k bodu 0 je vyjadreny $iestimi rovnicami
Sy =2 Fx =2 Ficosa Mx:ZMix:Z(YiFiz—ziFiy)
(2.20)

M, =ZMiy :Z(ZiFix_xiFiz)

S, =Y F, =Y Fcosp
M, :ZMiz :Z(XiFiy_yiFix)

S, =) F, =Y Ficosy,

Velkost a poloha vysledného posuvného tginku S (obr. 2.7d) sa uréi vztahmi

S=.S2+S52+8?

S S S
COSarg :?X , COS g :?y , (COS]/S :?Z]

Velkost' a poloha vysledného otacavého t¢inku M, (obr. 2.7e) je:

Mo = M2+ M2 +M?

M

M
cosay, :M_X , COS Sy, :M—y , (cos;/M = MZJ
0 0 0

Uhol ¢ (obr. 2.7f ) moézeme urcit’ zo skalarneho sucinu

S-M,=SM,cosg
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S-M
odkial’ cos ¢ = 0

0

Vzhladom na vztahy (2.18), (2.19) bude

SyMy+S, M, +S5, M
SM,

z

Cosp =

2.4.2 Podmienky rovnovihy VPSS

Podmienkami rovnovahy vSeobecnej priestorovej silovej sustavy st S=0, M, = 0,t. J.

D F=0,  >M;=0 (2.21)
V skalarnom tvare je to Sest’ rovnic rovnovahy:

¢ 1. alternativa: 3 silové a 3 momentové rovnice napisané vyhodne k stiradnicovym osiam

Zl:ix:O ZMix:0
TR0 XM,-0 02
ZFiz:0 ZMiz:0

Silové rovnice mozeme obdobne, ako v predoslych kapitolach, nahradit momentovymi
rovnicami k d’al§im 'ubovolnym osiam, ale momentové rovnice nemézeme nahradit’ d’al§imi
silovymi rovnicami. Musime mat minimdlne tri momentové rovnice ktrom rdznym
I'ubovol'nym osiam. Takto dostaneme d’alSie alternativy vyjadrenia podmienok rovnovahy.

¢ 2. alternativa: 2 silové a 4 momentové rovnice
¢ 3.alternativa: [ silovd a 5 momentovych rovnic
¢ 4. alternativa: 6 momentovych rovnic (K 0Siam 01 az 0Og)

Osi 01 az 06 (nemusia byt’ medzi nimi 0Si X, Y, Z) nesmu byt navzajom rovnobezné a nesmii byt
pretnutelné jednou priamkou. Vzhladom na néroCnost volby osi, v zaujme ziskania
nezavislych statickych podmienok rovnovadhy pouZivame prevazne zakladnu skladbu
podmienok rovnovahy VPSS podl'a (2.22).

25 ROVNOBEZNA PRIESTOROVA SILOVA SUSTAVA

Na RPSS sa mdézeme pozerat’ ako na zvlastny pripad vSeobecnej priestorovej silovej sustavy,

kde sily st vzajomne rovnobezné, to znamena, ze vSetky sily F; st kolinearne s jednotkovym

vektorom € (obr. 2.8).

36



TECHNICKA MECHANIKA STATIKA

Obrazok 2.8

Pre zjednodusenie zvol'me sturadnicovil os y rovnobeznu so smerom sil danej silovej sustavy
(obr. 2.9a).

ho1f
F;
]!
S ? AilXi,Yi,zi]
_ > | >
K0 i 70X

/ _______
YA

a) b) c)
Obrdzok 2.9

An
F,

2.5.1 Nahradenie RPSS v zvolenom pocdiatku

Vysledny uc¢inok RPSS v bode 0 pre ststavu rovnobeznt s 0S0U Y je

¢ poswny S-FR-YFG-5] = s-XF-XA

e otadavy My=> M (2.23)
T

M, = z Xi Yi Zi|= Z(— Zi Fy i +% Fy E) (2.24)
0 KR, O

Priemetom (2.23) do osi X, y, z (obr. 2.9b) dostaneme

S-S, -YF, - XF
M, =S M, =Y (-zF,) (2.25)
M, ZzMiz ZZ(XiFiy)

Vysledny moment I\W0 lezi v rovine x,z, jeho vel'kost je

My=4MZ+M?
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2.5.2 Nahradenie RPSS vyslednicou

Rovnobezni silovii stistavu mozeme nahradit’ vyslednicou R (obr. 2.9c).
R=S= Z IEiy

Velkost’ a poloha vyslednice je
R=>F

X3 R=M, R R

z (2.26)

2.5.3 Rovnovaha RPSS

RPSS je v rovnovahe vtedy, ked’ jej posuvny aj otacavy ucinok sa rovna nule. Zo v§eobecnych
podmienok rovnovahy (S =0, M, = 6) vyplyvaji pre tato silovi ststavu podmienky
rovnovahy:

2 R=0 , >M;=0 2.27)

Vektorové podmienky rovnovahy v tomto pripade rozpiSeme na tri skaldrne rovnice:

¢ 1. alternativa: [ silovda a 2 momentové rovnice, napr. k osiam X, Z

2Fy=2F=0
> M, =0 (2.28)

dM;, =0

¢ 2. alternativa: 3 momentové rovnice k lubovolnym osiam a, b, c

> My, =0 (2.26)

Poznamka: Ziadna z osi nesmie byt rovnobezna s danou RPSS. Osi a, b, ¢ sa nesmu pretinat
V jednom bode, ani byt navzdajom rovnobezné.
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 2.8: Tuh4 obdiZnikovéa doska je ulozena v danej polohe pomocou Siestich pratov.
Doska je zatazena silami |fl, |EZ a vlastnou tiazou G. Vypotitajte osové sily vo vietkych
pratoch. Ulohu rieste analyticky.

Dané: F,F,,

,a,b,c,d
Hradané: N;+Ng

al2

al2

Obrazok 2.8.1

Riesenie: Po zataZeni dosky silami F,F,, G vzniknil vo vizbach reakcie, ktoré maju dosku
udrzat’ v povodnej polohe. Zatazujlce sily pdsobia na teleso v r6znych rovinach. Rovnako
vizby prutmi, ktorymi je doska upevnena k zékladni, si zrealizované tak, Zze nositel’ky ich
reakcii na vonkajSie zatazenie leZia v r6znych rovinach. Zat'azujice sily spolu so silami
reakénymi tvoria v§eobecnu priestorovu silovi ststavu (VPSS).

Tvarova a staticka urcitost’: Vol'né teleso v priestore ma 6 stupiiov volnosti pohybu. Doska
je k ramu viazana Siestimi pratmi. Kazdy z nich ubera jeden stupeni vol'nosti pohybu. Potom

i=Vv-U=6-6-1=0 , uloha je tvarovo ur¢ita.

Pri analytickom rieSeni mame k dispozicii Sest” statickych podmienok rovnovahy (3 silové a 3
momentové), z ktorych vieme vypoditat’ Sest’ neznamych parametrov (vel’kosti sil N1 az Ne).
Uloha je preto aj staticky urcita.

Analytické rieSenie: Uvol'nime hmotny objekt (obr. 2.8.2), t.j. vizby pratmi nahradime silami
N1az Ne. Nositel’ky sil v pratoch pozname, ich orientacie predpokladame podl'a obrazku.

Poznamka: Sily, ktorymi nahradzame vizby telesa k ramu, je nutné zakreslit' k uvolnenému
telesu vzidy v mieste posobenia na teleso!
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Napiseme podmienky rovnovahy. V pripade VPSS je potrebné zostavit' Sest’ rovnic, podla
moznosti ¢o najjednoduchsich, t.j. s minimalnym poctom neznamych v kazdej rovnici. Pre
vyjadrenie vel’kosti suradnicovych zloziek jednotlivych sil potrebujeme vypocitat’ uhly odklonu
ich nositeliek od osi zvolenej suradnicovej sustavy zo zadanych rozmerov

b d b d
tge=2, tgp-—3_  tgr=2, tgs=4
y F>
e Y N | Vs

Obrazok 2.8.2

V naSom pripade mdzeme napisat’ napriklad tri silové a tri momentové podmienky rovnovahy.

D> F, =0: F, — N, sin @ — N, cos Ssin y =0 (a)

ZFiy=0: —G+N;+N,+Ng+N,cosa+ Ngsin 6+ Ngsin =0 (b)

> F,=0: F, + N5 cos 5 + N, cos fcos y =0 (©)
_ a

> M, =0: —G§+F2c+N6a=o (d)

M, =0: —Flg—sz—NSCosdb:O ©)
: b :

2M;;=0: =G —Fc+Nyb+Ngsin 5 b+Neb=0 (f)

Poznamka: Momentové podmienky su vyjadrené k trom zvolenym osiam. Velkosti otacavych
ucinkov (momentov) jednotlivych sil kosiam vyjadruje vidy sucin velkosti prislusnej
suradnicovej zlozky a kolmej vzdialenosti jej nositelky od danej osi.
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Riesenim systému rovnic najdeme vel'kosti osovych sil v pratoch N1 az Ne.

G E—cm
z (d) Ng=—2——
a
—ﬁz—ab
z(e Ng=—5——
©) * bcoss
b .
G E+F1(:—N55|n5b—N6b
z (f N, =
(" ; .
2(0) N3=—F2—NSCOS5
cos S cos y
Z(a) N, = F - Ng_cosﬂsm %
sin o
z (b) N, =G—-N, —Ng—N,cosa—N:sino—N;sing.

PRIKLAD 2.9: Na kl'uku zdvihadla pdsobi sila F = 245N. Lozisko v mieste B prenasa sily
radialne a lozisko v mieste A sily radidlne i axidlne. Urcte tiaz G zavazia a reakcie
Vv loziskach pri zachovani rovnovazneho stavu, ak a = 0,1m, b = 0,15m, ¢ = 0,25m, d = 0,08m,
r=0,Am, ¢=70° g = 35°.

Dané: F,a,b,c,d,r, a,

@

Obrazok 2.9.1

RieSenie: Vonkajsie sily F a G spolus reakciami v loZiskach pdsobia na zdvihadlo v roznych
rovinach, maju rozne pdsobiska, vel'kosti, smery a tvoria VPSS.
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Tvarova a staticka urcitost’: Volné teleso v priestore ma Sest’ stupniov volnosti. Hriadel
zdvihadla je ulozeny v kratkom radialno-axialnom lozisku Aa kratkom radialnom lozisku B.
Lozisko A odobera tri stupne vol'nosti (tri posuvy v smere osi X, Y, z), lozisko B dva stupne
vol'nosti (dva posuvy v smere osi X, Y). Vizbova zavislost’ je vyjadrena vztahom

i=v-u=6-(3+2)=1.

Teleso sa mdze otacat’ okolo osi z. Rovnovaha sil je vSak nielen podmienkou relativneho
pokoja, ale aj rovnomerného (v naSom pripade ota¢avého) pohybu. V Siestich podmienkach
rovnovahy mame 5 neznamych parametrov —reakciiAx, Ay, Az Bx, By. Uloha je staticky
preurcend. Statickul urcitost’ dosiahneme pridanim jedného nezndmeho parametra (velkost’
tiazovej sily zavazia G).

Obrazok 2.9.2

Analytické rieSenie: Uvolnime hmotny objekt (obr. 2.9.2). Zakreslime k nemu zname Ssily.
Vizby nahradime prislusSnymi reakénymi silami. NapiSeme podmienky rovnovahy.

Y F,=0:  B+A-Fcosasin f=0 (@)
> F,=0:  B,+A-G-Fsina=0 (b)
> F,=0: A -Fcosacosf=0 (c)
> M, =0: B (a+b)+Aa-G(2a+b)+Fsina d=0 (d)
>M,,=0: -B,(a+b)-Aa+FcosacosB c—Fcosasinfd=0 (e)
>M;,=0:  Gr-Fsinac=0. )

Po dosadeni danych hodndt

_ 245sin 70°-0,25
01

G =575,5N

A, = 245c0s 70°cos 35° = 68,6 N

A = 245sin 70°-0,08+(2453in 70°+575,5)~O,25—575,5~O,35

y =122,8N
015
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B, = 245sin 70°+575,5-122,8=682,9N

_ 245c0s 70°c0s 35°-0,25 - 245cos 70°sin 35°-0,18

B
X 015

=56,7N

A, =245c0s70°sin35°—-56,7=-8,6N .

Reakcia Ax je orientovana v opaénom zmysle ako predpokladana. Pre vysledné reakcie
v bodoch A, B plati:

A= \/Af +A A = \/(—8,6)2 +122,8% +68,6° =140,9N

B=/B2+BZ =/56,72+ 68297 = 6852N..

Poznamka: Pre technicku prax je potrebné poznat aj radialnu silu v loZisku A

A= \/ A+ A = J(-86) +122,82 =1231N .
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