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VOINE NETLMENE KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH SUSTAV
S JEDNYM STUPNOM VOINOSTI

PRIKLAD 6.1: Teleso ohmotnosti m je upevnené k ramu pomocou valcovej pruziny
s tuhost'ou k. Posobenim vonkajsej sily F vychylime teleso z jeho rovnovaznej polohy. Uréte
dobu kmitu 7 a frekvenciu kmitania telesa fj, ktoré nastane po odzneni G¢inku vonkajsej sily.
Vplyv pasivnych odporov zanedbajte.

RIESENIE: Telesa upevnené k ramu pruznymi vizbami (pruzinami) konaju po vychyleni z
rovnovaznej polohy kmitavy pohyb. Kmitavy pohyb je mozné popisat’ ako pohyb striedavo
zrychleny a spomaleny, urceny pohybovou rovnicou. Pri odvodeni pohybovej rovnice
vychddzame z obrazku uvolnenia kmitajuceho telesa. V danom pripade skimame hranol
ulozeny na podlozke, ktory podla obr. 6.1a po vychyleni z kl'udovej (rovnovaznej) polohy
silou F, bude konat’ translaény pohyb v smere osi x. Pre zjednodusenie rieSenia nahradime
teleso hmotnym bodom. Uvazujeme nasledovne:

Ak na teleso (hmotny bod) nepdsobi v smere osi x Ziadna vonkajSia sila a pruzina nie je
deformovana, pruzina sa nachadza v pociatku suradnicovej sustavy 0(x,y), resp. v rovnovdznej
polohe (RP).
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Posobenim vonkajsej sily F v smere osi x vychylime teleso z rovnovaznej polohy (x = 0)
a teleso okamzite uvolnime. V okamihu, ked’ vonkajsia sila F prestane na teleso pdsobit),
vznikne priamociary kmitavy pohyb, tzv. ,,volné kmitanie bez timenia“. Pri rieSeni pouzijeme
metodu uvolnenia a pohybovu rovnicu zostavime metodou zrychlujucich sil. V tomto pripade
pasivne odpory a hmotnost’ pruziny zanedbame. Na teleso tak v smere osi x pdsobi len vratnd
sila v pruzine F, (obr. 6.1D).

Ak teleso z rovnovaznej polohy posunieme o vzdialenost’ x, pruzina sa deformuje (predizi)
a na teleso zacne pdsobit’ silou orientovanou proti zmyslu deformdacie pruziny Zlozku tejto
sily v smere osi x vyjadruje rovnica F, = — kx, kde konStanta & je silovd konStanta (tuhost
pruziny), k> 0. Ak teleso uvol'nime (vonkajsia sila prestane pdsobit’), sila v pruzine mu udeli
zrychlenie a potencidlna energia natiahnutej pruziny sa premeni na kineticku energiu telesa.
Po prechode rovnovaznou polohou teleso zacne pruzinu stlacat’. Kineticka energia sa premeni
na potencidlnu energiu stladenej pruziny, situacia sa opakuje a teleso zacne vykondvat
periodicky pohyb po priamke. Takato sustava predstavuje linedrny harmonicky oscilator.
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Pohybova rovnica vo vektorovom tvare ma na zaklade obr. 6.1b tvar

ma=F,+G+F, ()
kde m - hmotnost’ telesa,
a - zrychlenie telesa; a =a, =v, =X, a, = 0
» - sila v pruzine; Fp =kx,
G - tiaz telesa; G=mg ; g je tiazové zrychlenie,
Fn - vizbova reakcia od podlozky.

Vyjadrime pohybovu rovnicu (a) v skalarnom tvare:
X: mx=—-F, (b)
y: 0=F,-G ()
Z (c) vypocitame velkost’ vizbovej reakcie F),.
O0=F,-mg = F,=mg
Vlastna pohybova rovnica transla¢ného kmitavého pohybu telesa ma tvar

mx=-kx (d1)

mx+kx=0 (d2)

Pre urcenie doby kmitu 7 a frekvencie kmitania telesa f) vypocitame viastnu kruhovi
frekvenciu vol'ného netlmeného kmitania. Upravme rovnicu (d1), resp. (d2) na tvar linedrnej
diferenciédlnej rovnice 2. radu:

X+£x=& (d3)
m

kde hodnotu Qg viastnej uhlovej frekvencie, resp. viastnej kruhovej frekvencie vol'ného
netlmeného kmitania vyjadruje konstanta pri vychylke x

ﬁz Qé = konst.. (e)
m

Potom pohybovu rovnicu translaéného kmitavého pohybu telesa zapiSeme v tvare

i+Q3x=0 (d4)
Cas T (periddu kmitania) a frekvenciu kmitania fy vypocitame:
21 m
T=—=2n,|— (H
Q, k
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L) Pozndmka: Peridéda kmitania — &as potrebny na vykonanie jedného kmitu, t. j. pohybu
telesa z rovnovaznej polohy (RP) do prvej krajnej polohy (1KP), potom do druhej krajnej
polohy (2KP) a spit’ do rovnovaznej polohy.
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Obrazok 6.2

L Pozndmka: Frekvencia kmitania alebo vlastny kmitocet je dblezitym parametrom v tedrii
kmitania. Je to pocet kmitov za casovu jednotku [s]. Jednotkou je 1 herz [Hz], rozmer [s™].

PRIKLAD 6.2: Uréte, aky vplyv ma statické predizenie pruziny na jej viastny kmitocet.
Teleso o hmotnosti m je zavesené na pruzine s tuhost'ou k a kmita v zvislom smere.

RIESENIE: Na obr. 6.3 je pripad linedrnej mechanickej sustavy, kde os pruziny je vo
vertikdlnom smere. Kmitavy pohyb nastane v smere osi pruziny.
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Koncovy bod nezatazenej pruziny (obr. 6.3b) zaujme polohu oznacenti bodom 4. Po zaveseni
telesa (hmotného bodu) o hmotnosti m sa pruzina prediZi a jej koncovy bod sa posunie
o vychylku x,, vyvolant statickou (stdlou a nemennou) tiazovou silou telesa (bod A'). Obr.
6.3c zobrazuje mechanickt sustavu (hmotny bod + pruzina) v rovnovaznej polohe, pre ktort

plati podmienka rovnovahy tiaze G telesa a zodpovedajucej statickej vratnej sily v pruzine

F st - Ak velkosti tychto sil su:

G=mg; Fpst =kxy,
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Potom plati

G-F

pst — 0

mg—kx, =0 = mg=kxg

Ked’ potom teleso vychylime z rovnovaznej polohy o vzdialenost’ x, bude celkova deformacia
pruziny (x+ X, ). Pohybova rovnica v skalarnom tvare zostavena v smere osi x zvolenej

suradnicovej sustavy podla obrazku uvol'nenia (obr. 6.3a) bude:
mi= —k(x+xS,)+ mg .

Po tprave a dosadeni mg =k x,
mx =—kx—kxy +kx,,

dostavame rovnaku pohybovi rovnicu ako v predoslom pripade

mix=-kx

mi+kx=0

L Pozndmka: Priebeh volného kmitavého pohybu linedrnej mechanickej sustavy bez trenia
s jednym stupiiom vol'nosti nezavisi od tiazovej sily telesa. Tiazova sila v pripade zvislej osi
pruziny ma vplyv len na ur€enie rovnovaznej polohy sustavy, okolo ktorej bude vykonavat’
vol'né netlmené kmitanie.

PRIKLAD 6.3: Teleso je k rAmu upevnené pomocou dvoch pruzin s tuhostami ki, &
zapojenymi za sebou, t. j. sériovo (obr. 6.4). Zostavte pohybovl rovnicu kmitajiceho telesa
a odvod'te vztah pre vypocet tuhosti ekvivalentnej pruziny.
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RIESENIE: Po vychyleni z rovnovaznej polohy teleso kmita v zvislom smere. Na zéklade
obrazku uvolnenia telesa (hmotného bodu) - obr. 6.4b zostavime pohybovi rovnicu
v skalarnom tvare.

mi=—F,y = —ky(x—x,) (a)

kde F,, = —kz(x—x A) je velkost’ vratnej sily od pruziny k;. V bode A, v ktorom su pruziny
spojené navzajom musi byt splnend podmienka rovnovahy.

0= F,y = Fyy =ky(x—x,) - kyx (b)
Upravme (b)

kz(x—xA): ki x 4

potom
kyx
Xy = 2 (C)
ky +ky
Dosadime (c) do (a)
__k k,x
k,+k,
i = —k,x+ kyx _ —ky(ky ke +k3x _ —kykyx —k3x+ k3 x
k, +k, k, +k, k, +k,
a upravime na
mit+ X2k g (d)
ky + ky
- kyk
mx+ki,x=0 ko = 2%
S kde 27k vk

L1 Poznamka: Prevratena hodnota vyslednej tuhosti k> pruziny, ktord ekvivalentne nahradza
dve pruziny zapojené za sebou (sériovo) je rovna suctu ich prevratenych hodnot.

Plati: L :i'Fi = k12 = kzkl
k12 kl k2 kl + k2

Toto pravidlo plati rovnako pre viacero pruzin (,, N°) pruzin zapojenych do série:
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PRIKLAD 6.4: Teleso je k ramu upevnené pomocou dvoch pruzin s tuhostami ki, &
zapojenymi vedla seba, t. j. paralelne (obr. 6.5). Zostavte pohybovu rovnicu kmitajuceho
telesa a odvod'te vzt'ah pre vypocet tuhosti ekvivalentnej pruziny.
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Obrazok 6.5
RIESENIE: Po vychyleni z rovnovaznej polohy teleso kmita v zvislom smere. Na zéklade

obrazku uvolnenia na obr. 6.5b telesa (hmotné¢ho bodu) zostavime pohybovi rovnicu
v skalarnom tvare.

mjé=—Fp1—Fp2=—k1x—k2x (a)

Kde F Bt F p2 su velkosti vratnych sil v pruzinach s tuhostami i, k. Po tprave (a):
mi+(ky +ky )x=0 (b)
mx+k12x:() kde k12:k1+k2

L Poznamka: Vysledna tuhost’ pruziny, ktord ekvivalentne nahradza dve pruZiny zapojené
vedla seba (paralelne), je rovna suctu ich tuhosti.

Plati [k, =k, +k, (©)

Toto pravidlo plati aj pre viacero pruzin ("N") zapojenych paralelne.

N
k]...N = ;ki

LLJ Pozndmka: Specialnym pripadom zapojenia pruzin je zapojenie podl'a obr. 6.6, pri ktorom
sa zapojenie javi na prvy pohlad ako sériové, ide vSak o paralelné zapojenie, nakol’ko vel'kost
prediZzenia obidvoch pruzin je v kazdom okamihu kmitania rovnakd. Pre vysledna tuhost
takto zapojenych pruzin plati rovnaky vztah ako pri klasickom paralelnom zapojeni (c).

L Pozndamka: Pomdcka pri uréeni typu zapojenia pruzin:
Paralelné: Pri kmitania mechanickej sustavy vznika v pruzinach rovnako vel'ka deformécia.
Sériove: Pocas kmitania mechanickej sustavy vznika v pruzinach rozne vel'ka deformacia.
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