Metdoda redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in

Uvedend metoda je zalozend na mysSlienke, Ze celli pohybujlicu sa sustavu nahradime jednym
redukovanym tutvarom, a to rota¢ne ulozenym kotic¢om, alebo transla¢ne ulozenym telesom,
alebo hmotnym bodom s rovnakymi dynamickymi vlastnostami ako pdvodnéd sustava. Za
redukovany ¢len, teda Clen, na ktory redukujeme silové a hmotnostné ucinky telies ststavy,
volime obyc¢ajne hnaci ¢len sustavy, o vSak nie je vSeobecna podmienka.

Vlastna pohybova rovnica ststavy s 1° vol'nosti pohybu ma tvar:

.. ldM™
M Gg+—q = 11.3
Ity 0 (11.3)

g - zovSeobecnena suradnica
M - zovieobecnend redukovand hmotnost’
Q - zovseobecnend redukovana sila
Pri stistavach s konstantnym prevodom, pri ktorych je M (q) = konst. plati

dM”

ZZ -0

dq

arovnica (11.3) sa zjednodusi na tvar:

M §=0 (11.4)

Vzhl'adom na druh pohybu clena ststavy, na ktory redukujeme, mozu mat jednotlivé Cleny
rovnice 11.3 vyznam podla tabulky

Transla¢ny pohyb Rotaény pohyb
*
Myed M I red
F red Q M red
S q @
S=v q 0= w
S=a q =
1 dm 2 P ' 1dI 2
Mg -d+ = red vV = F;ed :Oh‘f;bizza 1 red & T _ida) = M yed
2 ds do
Zjednoduseny M =]
F, red = Myeq -4 tvar pre ,rec?’ ; rved )
a — zrychlenie ¢lena, na ktory redukujeme | M (g) = konst. @ — uhlové zrjchlenie ¢lena, na ktory
redukujeme

r 5 1.,
—myv, +—1.w’ )=
;(2 oo 2 2

1

M §’

Zovseobecnenu redukovantt hmotnost’ ur€ujeme z rovnosti kinetickej energie povodne;j
a nahradnej sustavy, ¢o mézeme vyjadrit’ rovnicou:

(11.5)



Zovseobecnenu redukovanu silu Q urujeme z rovnosti elementarnych prac pracovnych
sil na ststavu posobiacich a elementarnej prace hladanej zovsSeobecnenej sily O alebo Q
vypocitame z rovnosti okamzitého vykonu pracovnych sil pdsobiacich na ststavu a vykonu
hl'adanej zovSeobecnenej sily Q.

0.8 = X F,.&, (11.6)

0.4 = ZF,‘Z alebo 04=%M, 0,

Zakladnymi redukovanymi utvarmi su:
a) rotujuci kotuc,
b) translacne sa pohybujuce teleso,
¢) rotujuci hmotny bod.

O T




Priklad 1:
Urcte hnaci moment M, tak, aby teleso 2 dosiahlo rychlost’ v, na drdhe s,. V Case t = 0 sa
sustava nachadza v pokoji. Predpokladajte, Ze sa teleso 2 rozbieha konstantnym zrychlenim a, .
Dané st hodnoty: GHV, m,, m3 my, 13, R3, 14, 1, h, ir3), B 2, v2, ar-konst.
Ulohu rieste

- metddou redukcie hmotnostnych a silovych veli¢in s redukciou na teleso 3.

- Lagrangeovymi rovnicami II. radu

- metddou Virtudlnych prac

Obr. 1

I. ROZBOR POHYBOV JEDNOTLIVYCH CLENOV SUSTAVY

Teleso 2: translacny pohyb (TP)
Teleso 3: rotaény pohyb (RT)
Teleso 4: vSeobecny rovinny pohyb (VSRP)

Kinematické veli€iny charakterizujiice pohyb:

Teleso 2: ar, vra, 82
Teleso 3: az, W3, Q3
Teleso 4: Aar4, V14, S4

Ay, Wy, P4

Na Obr.2 st znazornené rychlosti charakteristickych bodov ststavy s vyuzitim Vety o zornych
uhloch :

,, Z okamZzitého stredu otacania vidime v danom casovom okamihu rychlosti vsetkych bodov
telesa pod rovnakym zornym uhlom. *






Obr. 2
Teleso v, @ S, @ a
T3 - teleso na _ _ _

ktore redukujem D=y P=Py e a, =a,. ...
T2 Vi, = s . ..... S, :¢3. ..... an =a3. .....
Wy =Wy, eueee Dy =05, ..... Qy =04, ......

T4
Vrg = W5 . ...... Sy =P e Ay =05, ...

Zo zadania vyplyva, ze je potrebné redukovat’ hmotnostné a silové veli¢iny vzhl'adom na
teleso 3, preto budeme aj kinematické veliciny telies 2 a 4 ( ar, vro, S2, A4, Vg, S4, Oy, D4, Pg)
vyjadrovat’ pomocou odpovedajtcich kinematickych veli¢in telesa 3 (a3, w3, ¢3) s vyuZzitim
prevodovych pomerov.

Napriklad pre rychlosti (uhlové rychlosti) platia vztahy:

Vra =Vy (1)
V4=Vp 2)
Vp = 0515 3)
Ve =058 (4)
Ve =Vp (5)

Vp = 0,.27, (6)



Vrg = Wy1y (7)

Z rovnic (1) az (3)

Z rovnic (4) az (6)

R,
a)4 - CO3.—
2r,
Dosadenim do (7)
ol B
VT4_a)3- .r4—a)3.
27, 2

Prehl'adné spracovanie potrebnych kinematickych veli¢in telies 2 a 4 vzhl'adom na teleso 3
s vyuzitim rovnic (1) az (7) je uvedené v Tab. Zelenou farbou st oznacené prevodové
pomery, pricom plati, ze ak pozname prevodovy pomer medzi rychlostami, pozname aj
prevodovy pomer medzi drdhovymi veli¢inami, resp. medzi zrychleniami. Tieto vztahy
vyuzijeme pri d’alSom rieSeni - pri zostavovani vlastnej pohybovej rovnice sustavy.

Tab.1

Teleso v, @ S, @ a, o
T3 - teleso na
ktoré redukujem

T2 Vi = W5 . 13 S, =@,-73 a, =a,.r;

(03:(()3.1 gp3=(p3.] a3=a3.1

W, =w;. R;/2.r, Oy =03 . R;/2.r, | ay=05.R;/2.ry
Vi =05 . R;3/2 S4 =¢3.R;/2 ary =05. R;/2

T4

Tabulka prevodov je zakladnym krokom pri vsetkych troch metodach riesenia dynamiky sustav
telies.

II. METODA REDUKCIE

Vychadzame z vlastnej pohybovej rovnice

£

M G+——qg® =
s d 0

resp. z jej zjednodusenej podoby (M*(g) = konst.)

M'G=0
Kedze redukujeme na ¢len 3, ktory vykonava rotaény pohyb, zékladna pohybova rovnica ma
tvar

M, ;=140 (8)



L cq ziskame porovnanim kinetickej energie siustavy s kinetickou energiou redukovaného clena

Ey =E

red — TKsis

1 ) 1, 1,
—I .0 =) (—myv +—1.w;
5 red **73 Zl:(z i P i ) (9)

M, .q ziskame porovnanim vykonu sustavy s vwkonom redukovaného clena

Ped:P

7 sus

M, g0 =2 (Fv,+M,0) (10)

a) urcenie I,y
EKred = EK2 +E1<3 +E1<4
1 2 2 » 1 2 1 2
=10, =—myis + L0 + —myviy, +— 1,0 /2
R 2V 733 4Vra jen .
2 "™ 2 2 2 2
2 2 2 2 2
Loy @3 =myvr, + 1305 +myvry, + 17,0,

Dosadenim za vy, vy, @4 vztahy z Tab.

2 2 2 2 » R} » R} 1
@7 =myw; ry + 05 + myoy . ——+ 1,05 —— /. —
4 4.r, o,
2 2
R
_ 2 3 3

4

Pre momenty zotrvacnosti telesa 3(dvojvalec) plati

.2
L7y =my.irs (12)
Pre momenty zotrvacnosti telesa 4 (valec) plati
1 5
Iry :§m4.r4 (13)
Dosadenim (12), (13) do (11)
R2 R2
2 -2 2
Ly =m,r; +myip; +m, ——+—myr, —=
4r,
R; 1 R;
2 .2
I, =m,r; +m,i-; + m4.—3+—m4.73
1’ _ 2 .2 E R2

b) urcenie M,.,
P, =P

7 sust
Bea =B+ B +F, (15)



Obr. 3

Pre urcenie vykonov jednotlivych telies je ddlezit¢ urCenie pracovnych sil a momentov.
K pracovnym silam patria

e vonkajsie sily a momenty, ktoré uvadzaju ststavu do pohybu

e tiaze resp. ich zlozky posobiace v smere pohybu.
Znamienko ,,+ alebo ,,-*“ ur€ime porovnanim orientacie pracovnej sily (momentu) so smerom
pohybu telesa.

Na sustavu podl'a zadania posobi vonkajsi moment ,,+M;; “, ind vonkajsia sila (moment)
tam nie je.

Kazdé z telies sustavy ma svoju vlastnu tiaz, ale len tiaz telesa 2 ma zlozku v smere
pohybu ,,+G..sinf “.

Pracovné sily a momenty st na Obr. zobrazené Cervenou farbou, pohyb jednotlivych
telies modrou farbou.

Pre vykony jednotlivych telies sustavy plati:

Teleso 2: P, =+ Gusinf. vy
Teleso 3: P3;=+ M3 w3
Teleso 4: -
Dosadenim do (15)
M, ,.0;=G,.sin v, + M, .0, +0 (16)
) 1
. a)3

M, =G, sinfr,+M,,

7)



¢) urcCenie o3

Uhlové zrychlenie «; je kinematickou veliCinou, ktord nepozname. Je potrebné urcit’ ju na
zdklade zndmych parametrov v, a s, priCom vieme, Ze sustava sa rozbieha zkl'udu
konstantnym zrychlenim a;. Plati

v.dv
a, =——
2
ds
a,.ds =v.dv
52 V2
a,.[ds = [vdv
0 0
2
Va
ay.8, =—
252
2
v
a2 -
2s,

(18)

Vztah medzi hl'adanym «; ateraz uz znamym ar, uré¢ime pomocou prevodovych pomerov
z Tab.1. Plati:

a

T2

oy =—=
!

Dosadenim za a,, z rovnice (18) dostdvame vztah pre o

D
e
2s, vf
a3 = =
o 2n.s, (19)

d) Zaver _urcenie Mp;
Dosadenim rovnic (19), (17) a (14) do rovnice (8)

2

i ) 3 \%
G,.sin By + M,y = (m,ry +myily +=m, R).—2
8 2.r,.8,
Moo = (s e e+ RV — G
8 218, (20)




III. LAGRANGEOVE ROVNICE II. DRUHU

Zakladny tvar rovnice:

2 2 |2k g e
dt\ 6q 0g

Vol’ba zovseobecnenych stiradnic — rotacia telesa 3:

q=90;, q=aw;; g=a;

Rovnica (21) bude mat’ tvar

N P | By, )
dt\ Ow, Op,

a) Urcenie kinetickej energie sustavy Eggq.

E =Ey, +Ey; + Ey, (23)

Ksuis.

Kinetickt energiu a momenty zotrvacnosti jednotlivych telies ur¢ime vzt'ahmi:

1 2
E, =§mz.v2

1
Ey; :E[TS (032 I;;=m; 'lT32
EK4 :_m4.VT42 +_IT4'(’042 IT4 =im4 }"42
2 2 2
Dosadime do (23):

E

1 1 1
2 2 2 2
Ksiist. :Emzvz +31T3'a)3 +3m4vT4 +3174-a)4

Dosadime vztahy pre urenie momentov zotrvacnosti a rychlosti v,,,v,;,, ®, nahradime ich

zavislostami na rychlosti @, a upravime:

1 1 1 R 1 R?
Kstist. =—m20)32.r32 +_IT3a)32 +_m4a)32'_3+_IT4a)32' 32
2 2 2 4 2 4r,
1 2 2 PR R R;
_ . 3 2 .2 3
E it _5(m2(‘)3 Ty Mgy +m4a)3.7+3m4.r4 a)3-4 2)
7]

I,

3
E =Ea)3(m2.r32+m3.i£3+§m4.R32)

Ksuist.



Vyraz v zatvorke je mozné povazovat’ za konStantu, pretoze hmotnosti a polomery sa pocas
pohybu ststavy nebudi menit. Ak tento vyraz oznacime K;

K, =m,.r; +m,.i, +%m4.R32 (23)

potom kinetickll energiu ststavy je mozné zapisat’ v tvare

1
—K, 0] (24)

K siist. = 2

b) wurcenie M,y

M3 ako zovSeobecnenu silu Q ur¢ime porovnanim vykonu redukovaného clena s vykonom
sustavy, ktory je dany suctom okamzitych vykonov pracovnych sil pésobiacich na sustavu

P Psu'st. (25)

red:
Q-w;=P,+P+P,

Na sustavu podl'a zadania posobi vonkajsi moment ,,+M;; “, ind vonkajsia sila (moment)
tam nie je.

Kazdé z telies sustavy ma svoju vlastnl tiaz, ale len tiaz telesa 2 ma zlozku v smere
pohybu ,,+Go.sinf .

Pracovné sily a momenty su na Obr. zobrazené Cervenou farbou, pohyb jednotlivych
telies modrou farbou.

Pre vykony jednotlivych telies sustavy plati:

Teleso 2: P, =+ Gysinf. v
Teleso 3: P;=+ M3 w3
Teleso 4: -
Dosadenim do (15)

M, .0, =G,.sin v, + M,;.0,+0 (26)

) 1
M’,ed.a)3 :Gz.Slnﬂ.a)3.V3 +Mh3.603+0 / -
. a)3
M, ,=G,.smfr,+M,, 27

¢) Derivacie Eygs podla rovnice (22)

1
9(*K1-a)32) 2
eEKsu'st. — 2 ] ; Ha)‘g :iK1.2.CO3 :Kl‘a)3
Ha)3 6(03 2 9(03 2

d(OEyu. |_ dK, w; do
dt dt dt

Ow



1
0| - K,w;
HEKsu'st. _ (2 ]wjj 0

Op; Op; -

Po dosadeni do (22) dostavame:

K.a,=M,, (28)

d) urcenie o3

Uhlové zrychlenie «; je kinematickou veliCinou, ktord nepozname. Je potrebné urcit’ ju na
zdklade zndmych parametrov v, a s, priCom vieme, Ze sustava sa rozbieha zkl'udu
konstantnym zrychlenim a;. Plati

0 = v.dv
P ds
a,.ds =v.dv

a, f ds = fv.dv
0 0

2

v
_ "2
a2.S2 _
2
V2
a2 =
2s
2

(29)

Vztah medzi hl'adanym «; ateraz uz znamym ar, uré¢ime pomocou prevodovych pomerov
z Tab.1. Plati:

a
T2
oy =—=
!

Dosadenim za a,, z rovnice (18) dostdvame vztah pre o

2
V2
2
2s, V5
a3 =] =] 20
B Ly (30)

e) urcenie My;
Dosadenim rovnic (23), (27) a (30) do rovnice (28)

2
V)

K,. =G,.sinfr,+M,,;

21,8,



2
v

3
— 2 .2 2 2 g
M, =(m,r; +m,iz; +—m,.R; ) ———G,.sin f.r;
8 738,

(€1Y

METODA VIRTUALNYCH PRAC

Mechanicky systéem sa pohybuje tak, aby sa virtudilna prdaca efektivnych sil (vonkajsich
i zotrvacnych) na virtualnych posunutiach rovnala nule

0A=0

V zovSeobecnenom vyjadreni

5A:Z(Qpi _QDi)~5qz'
Z(Qpi —0Op;)-0q, =0

Q, - zovSeobecnend pracovna sila pdsobiaca na i-t€ teleso
1

O, - zovSeobecnena D" Alambertova zotrvacna sila posobiaca na i-t€ teleso

oq, - zovSeobecnena stradnica elementarneho posunutia i-tého telesa

Pre v§eobecny rovinny pohyb telesa plati:

Z(Fpi ~ )55, +Z(Mpi —Mp,).00, =0

kde

F,i, M,; —pracovné sily a momenty posobiace na i-té teleso
Fpi, Mp; — zotrvaéné sily a momenty pdsobiaca na i-té teleso
0s;, op;- virtualne posunutie, pootocenie i-t€¢ho telesa

Kedze ststava je uvedena do pohybu tak, Ze telesa vykonavaju rovnomerne zrychleny pohyb,
budu mat’ vSetky telesa zotrvacné ucinky, ale len na niektoré telesa posobia pracovné sily.

Podobne ako pri rieSeni prikladu Metodou redukcie, aj pri metdde Virtualnych prac st
pracovné sily a momenty urcené tym istym sposobom.
Pracovné sily:

+My;  a +Gosinf
Na zaklade (21) a vzhl'adom na pohyb jednotlivych telies (transla¢ny, rotacny, vSeobecny) je
ich virtudlna praca

Teleso 2: o4, =(G,.sin B —m,.a;,).05,
Teleso 3: 0Ay; =M ,; — I5.25).00,
Teleso 4: 04, =(0-my.as,).05,+(0-1Ir,.0,)0p,



Potom virtualna praca sustavy je dana rovnicou

0A=(G,.sin f—my.a;,).08, + (M ,; — I 5.05).00; +(0—my.a;,).05, +(0—1,,.0,).00,

Ked’ze virtualna praca sustavy je rovna nule, plati

(G,.sin f—my.a7,).05, + (M5 — 1 75.05).00, + (0—my.a;,).05, +(0—1,,.04).00,=0

Dosadenim prevodovych pomerov z Tab. ! za kinematické veliiny (za zrychlenia a za drahové
veli¢iny) dostdvame:

) R R R R
(G,.sinfB—m,.a,.r;) 0@;.ry +(M,;, —1,.0; )69, +(0—m4.a3.73).5g03.73+(0—IT4.a3.j).5(p3_j =0
4 4

7 . I3 7 I3 ] ,
Ak celt rovnicu vynasobime vyrazom ——, dostdvame
4]

R, R R, R
(G,.sin B—my.ay13)r, +(M; —Iy.0) +(0—my.0.—2). =+ (0—[;,.05.—).—>==0
272 2r, 2ry

Po roznésobeni

. 2 3

Pre momenty zotrvac¢nosti telies 3a 4 platia vztahy (12) a (13)
Iy =my iz,
1 5

1., =—m,.yr
T4 474
2

. 2 “ R 1, R
7,
4

=0

3

Cleny rovnice (24), ktoré ,,obsahuju® kinematicki veli¢inu (u nas o3) osamostatnime
a nasledne tuto kinematicku veli¢inu vyberieme pred zatvorku:

: _ 2 2 3 2
G,.sin fry + M ,; =my.051;" +myizs.0; +§m4.053.R3

3
G,.sin By + M5 = oy (myry” + my i +§m4'R32) (33)



Cielom rieSenia je najst Mh;s na zaklade danych velicin.

Vo vztahu (33) je okrem ,,Mh;“ nezndmou veli¢inou aj uhlové zrychlenie a3, uréenie ktorého
je popisané pri Metode redukcie v Casti c).

Z rovnice (19) uvedenej pri rieSeni prikladu Metodou redukcie je zrychlenie a; vyjadrené uz
len pomocou danych kinematickymi veli¢in:

a; = i
P 2ns, (34)

Dosadenim (19) do (33) dostavame

. v 2 2 3 2
r.s
1302

Potom pre Mh; plati:

2
2 2 3 2y Y

1.8,

—G,.sin fBr, (35)




