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6.3 VOINE TLMENE KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH SUSTAV
S JEDNYM STUPNOM VOINOSTI

Zakon zachovania mechanickej energie netlmené¢ho harmonického kmitania bol odvodeny za
predpokladu, Ze na kmitajicu mechanickt stustavu nepdsobia ziadne vonkajsie sily, ktoré by
tento pohyb ovplyvnili. Potom amplitida kmitania oscildtora ostava konStantna, nezavisla na
Case a pohyb takéhoto oscildtora mdze trvat’ neobmedzene dlho. Tento poznatok je vSak
v rozpore s technickou praxou, kde sa amplitida kmitania vzdy s ¢asom zmensuje. Pri¢inou
tohto javu je ucinok tlmiacich sil, ktoré maji svoj fyzikalny povod v existencii pasivnych
odporov v mechanickej sustave. Kmity pri pdsobeni pasivnych odporov postupne zanikaju
alebo v urcitych pripadoch, napriek pociatocnej vychylke alebo rychlosti, vbec nevzniknu.
Tlmenie pri kmitani mechanickych sustav je zavislé na viacerych faktoroch. Neexistuje
univerzalny matematicky model tlmiacej sily, ktory by bol vyhovujuci pre vsetky druhy
tlmenia. V inzinierskej praxi sa matematicky model tlmenia pre konkrétnu mechanicka
stistavu urcuje experimentalne.

Pri matematickom modelovani timenia hl'adame funkciu na vyjadrenie ekvivalentnej timiacej
sily, ktora ¢o najvernejsie popisuje timenie v redlnej mechanickej sustave. Uginok tlmenia je
zavisly na hustote prostredia, v ktorom oscilator kmita a tiez na velkosti rychlosti jeho
pohybu. Experimentdlne mdézeme tlmeny kmitavy pohyb realizovat napriklad ponorenim
kmitajlicej sustavy — harmonického oscilatora do viskéznej kvapaliny, pretoze tlmenie vo

vode je vicsie ako vo vzduchu. Pri pohybe telesa v kvapaline je tlmiaca sila Fd priamo

umerna prvej mocnine relativnej rychlosti v telesa vzhl'adom na kvapalinu.

F;=-bv (6.25)

kde b je sucinitel’ linearneho tlmenia a znamienko minus vyjadruje, ze tlmiaca sila je vzdy
orientovana proti zmyslu pohybu. Ide o linearne viskdézne tlmenie. Takéto vyjadrenie
tlmiaceho G¢inku pomerne presne plati pre timi¢e pouzivané v automobiloch.

Priamociare vol’né kmitanie s visk6znym timenim

Uvazujme mechanickl ststavu vytvorenu telesom hmotnosti m, upevnenu k ramu pomocou
valcovej pruziny s linearnou charakteristikou a timicom s linearnym visk6znym tlmenim (obr.
6.9) tak, ze teleso modze konat len priamociary pohyb. Nech sa teleso (hmotny bod) pri
nedeformovanej pruzine nachddza v rovnovaznej polohe. Posobenim vonkajSieho silového
ucinku v smere osi x vychylime teleso zrovnovaznej polohy a okamzite uvolnime. Po
odzneni vonkajSieho silového ucinku vznikne priamociary timeny kmitavy pohyb, tzv. ,,volné
kmitanie s tlmenim®, pri rieSeni ktorého pouZzijeme metodu uvolnenia a pohybovil rovnicu
zostavime metodou zrychlujucich sil. V tomto pripade Smykové trenie medzi telesom
a podlozkou, hmotnost’ pruziny a tlmi¢a zanedbame. Na teleso tak v smere pohybu posobi len
vratnd sila v pruZine F),, ktord vznik4 v samotnej sustave ako reakcia na poruSenie rovnovahy
telesa a tlmiaca sila F; vyjadrujtica u€¢inok linearneho viskézneho tlmenia.
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Obrazok 6.9

Pohybova rovnica vo vektorovom tvare

a=F,+F;+

Qf

+F, (6.26)

3

kde - hmotnost’ telesa,

- zrychlenie telesa; a=a, =v, =X, a, = 0
- sila v pruzine; F, = kx,
tlmiaca sila; F; =bx,

- tiaz telesa; G=mg; g je tiaZzové zrychlenie,

J Q& _S

- vézbova reakcia od podlozky.

Vyjadrime pohybovu rovnicu (6.26) v skaldrnom tvare:
X: mx=—F,—F (6.27)

v 0=F,—-G (6.28)

n

Rovnica (6.28) vyjadruje skutocnost, Zze v smere osi y pohyb neexistuje, alebo je rovnomerny.
Vypocitame z nej vel'kost’ viazbovej reakcie F,.

O=F,-mg = F,=mg

Pre dalSiu matematicki analyzu kmitania pouzijeme skalarnu pohybova rovnicu (6.27)
zostavenu v smere osi x. Pohybova rovnica kmitavého pohybu telesa ma tvar

mix=—-kx—-bx (6.29)
alebo

mitbi+kx=0 (6.30)

Pohybova rovnica volného tlmeného kmitania ma tvar homogénnej linearnej diferencialnej
rovnice 2. radu s konstantnymi koeficientmi.
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)'c'+£5c+£x=0 (6.31)
m m

k
Na zaklade (6.9) plati —= Q%. Oznaéme d’alej
m

b2 (6.32)
m

kde &je konstanta vitlmu, jej rozmer je [s"]. Rovnicu (6.31) potom zapi§eme v tvare

i+205+Q3x=0 (6.33)

Pri jej rieSeni pouzijeme metodu charakteristickej rovnice. RieSenie rovnice hl'adame v tvare

x=¢". Potom x =re'”’, %=re".Po dosadeni do (6.33) a po Uprave dostaneme
e (r2 +28r+Q% ): 0,
2 2 _
resp. r°+20r+Qy=0
ktorej rieSenim je

Mo =—8%+87-Qf (6.34)

Hodnotam #, , odpoveda vSeobecné rieSenie rovnice (6.34) v tvare linearnej kombinécie

x=Ce" +Cye™ (6.35)
kde C; a C; st 'ubovol'né konstanty. Ak oznacime

b= m (6.36)
potom 7, =—0tp (6.37)
Po dosadeni (6.36) do (6.37) a po Gprave dostaneme

x=Ce" +Cre™ = e—S’(cleP’ + cze—l”) (6.38)

Podrla velkosti tlmenia mézu nastat’ tri pripady rieSenia rovnice (6.35):

a) Tlmenie je velké: | 6>C)|, Co fyzikdlne znamend, Ze tlmiaca sila je vyrazna. Potom

obidve rieSenia charakteristickej rovnice 7, 7, su redlne ¢isla a x nemd Ziadnu periodicku

zlozku. Teoreticky za Cas ¢ sa teleso dostane znovu do rovnovaznej polohy x = 0. Graficky

3
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priebeh zavislosti x = x(¢) je krivka (a) na Obrdazku 6.10c. Pri takomto velkom tlmeni o
pohybe hovorime, Ze je to aperiodicky pohyb. Kmitanie vobec nenastane.

b) Tlmenie je takeé, zZe | & =CQ,| V takomto pripade z matematiky vyplyva, Ze rovnica (8.81)

ma dvojnasobny realny koreii

fia =9, (6.39)

o je funkcia x; = ¢ a aj funkcia x, = fe” . Vieobecné riesenie je ich linearnou kombinaciou
a ma tvar

x=e%(C, +Cyt) (6.40)

Tento pohyb nazyvame medzny aperiodicky pohyb. Zodpoved4d mu krivka (b) na Obrdzku
6.10b.

’ T a)
@ - |periodicky pohyb
0 =L M
M

v

- | aperiodicky pohyb

8>QO

»
>

Obrazok 6.10
¢) Tlmeny kmitavy pohyb nastava len pri malom tlmeni, ak . Ozna¢me

Q, =0} -8 (6.41)
Korene charakteristickej rovnice potom maji tvar

o =-0%iQy, (6.42)
a vSeobecné rieSenie pohybovej rovnice ma tvar

x=e (Cl ety G e 1 t) (6.43)
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Aplikovanim Eulerovho vzorca et = cos (Q dt)ii sin (Q dt) vo vzt'ahu (6.43) a po Gprave

dostaneme
x=e[dcos (Q 4t)+ Bsin(Q, 1)] (6.44)
kde 4=(C+C,), B=i(C,-C,). C,,C, si vtomto pripade Pubovolné komplexne

zdruzené konStanty, ktoré zavisia od pociatocnych podmienok. 4 a B su uz realne konstanty.
Vysledné rieSenie (6.44) mézeme napisat’ v tvare

x=Ce " sin(Q 1+ ¢)=x,(t)sin(Q 1t +¢) (6.45)

kde  A=Csing, B=Ccosg, x,(t)=Ce™ (6.46)
2 | o2 A
Potom C=+v A"+ B~"; tg(p=§

Na zéklade vztahov (6.44) a (6.45) mdzeme konsStatovat, ze v pripade malého tlmenia
v sustave ( Q) > 0) bude teleso vykonavat’ timeny kmitavy pohyb. Vykmit vychylky kmitania
x,(?) sa bude s narastajiicim ¢asom exponencidlne zmenSovat’. Parameter Q) je viastnd uhlova
frekvencia tlmenej sustavy, @ je zaciatocna faza vychylky.

Konstanty C, ¢, A, B zavisia od zaciato¢nych podmienok a od parametrov charakterizujicich
dynamické vlastnosti sustavy. Vol'né tlmené kmitanie nastane len vtedy, ak je aspon jedna
zaciato¢nd podmienka nenulova. Grafické zobrazenie rieSenia (6.45) pre uvedené zaciatocné
podmienky, ked’ xo> 0, vo> 0 je na obr. 6.11, resp. 6.12.

Prisne vzaté, ak doba kmitu je charakterizovand, ako najmensi asovy interval, za ktory su
parametre pohybu rovnaké, potom nemdzeme tlmeny kmitavy pohyb pokladat’ za periodicky
pohyb, pretoze kmitajuci bod nedosiahne svoju povodnu vychylku. Pohyb je kvaziperiodicky
a o periode T, moézeme hovorit’ iba ako o casovom intervale, za ktory hmotny bod prechadza
rovnovaznou polohou, resp. casovy interval medzi dvomi po sebe sa opakujicimi
maximalnymi vychylkami srovnakym znamienkom. Doba kmitu volného kmitania
s viskoznym tlmenim je

T - 2 2n 4mm
=2t -
Q  Ja-8* Vakm—-b’

(6.47)

Plati 7,>T, kde T je peridda vlastnych kmitov. Vidime, Ze timenie predlzuje dobu kmitu. Ak
je tlmenie malé, perioda sa prakticky rovna peridde netlmenych kmitov. Zva¢Sovanim tlmenia
peridda narastd. Vlastny kmitocet je potom

1 O Q2_82
£y =— =% N2 (6.48)

Td 27 27
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X4

Obrazok 6.11

Obrazok 6.12



