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VOINE TLMENE KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH SUSTAV
S JEDNYM STUPNOM VOINOSTI

PRIKLAD 6.7: Teleso o hmotnosti m je k rdmu pripojené pruzinou pruzinovej konstanty k a
tlmicom so sucinitelom linearneho tlmenia b. Urcte periddu Ty a frekvenciu fy tlmeného
kmitania telesa.
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Obrazok 6.12

RIESENIE: Teleso hmotnosti m je upevnené k ramu pomocou valcovej pruziny s linedrnou
charakteristikou a timiCom s linedrnym visk6znym tlmenim tak, Ze teleso moze konat’ len
priamociary pohyb. Pri nedeformovanej pruzine sa teleso (hmotny bod) nachadza
v rovnhovaznej polohe. Pdsobenim vonkajSiecho silového u¢inku v smere osi x vychylime
teleso z rovnovaznej polohy a okamzite uvol'nime. Po odzneni vonkajSieho silového U¢inku
vznikne priamociary tlmeny kmitavy pohyb, tzv. ,volné kmitanie s tlmenim®. Pri rieSeni
pouzijeme metodu uvolnenia a pohybovi rovnicu zostavime metodou zrychlujucich sil.
Zanedbame Smykové trenie medzi telesom a podlozkou, hmotnost’ pruziny a tlmica. Potom na
teleso v smere pohybu pdsobi len vratnd sila v pruzine F), ktora vznikd v mechanickej ststave
ako reakcia na porusenie rovnovahy telesa a tlmiaca sila F;, ktord vyjadruje t€¢inok linearneho
viskoézneho tlmenia.

Pohybova rovnica vo vektorovom tvare

ma=F,+F;+G+F, (a)
kde m - hmotnost’ telesa,

a - zrychlenie telesa; a=a, =v, =%, a, =0

F, - sila v pruzine; F, =kx,

F, - tlmiaca sila; F; =bx,

G - tiaz telesa; G=m g; g je tiazové zrychlenie,

F, - vizbova reakcia od podlozky.

Pohybova rovnica (a) v skalarnom tvare:

X: mx=—F,—F, (b)

y: 0=F,-G (©)

n
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V smere osi y pohyb neexistuje, z podmienky rovnovahy (c¢) vypocitame vizbovu reakciu F,.

O0=F,-mg = F,=mg

Pri odvodeni pohybovej rovnice kmitavého pohybu telesa vychadzame z (b)

mi=—kx—-bx

mi+bx+kx=0

Pohybova rovnica volného tlmeného kmitania ma tvar homogénnej linearnej diferencialnej
rovnice 2. radu s konstantnymi koeficientmi.

)'é+£5c+—x=0

m m
Plati 5:95
m
3:28 = S:L
m 2m

(d)

kde &je konstanta itlmu, jej rozmer je [s"]. Rovnicu (d) zapiSeme v tvare

X+205+Q5x=0

Podl'a velkosti tlmenia méZu nastat’ tri pripady (podrobnejSie - PrednaSka tyzden 11). V
tomto pripade uvazujeme alternativu c).

a) Aperiodicky pohyb -

nenastane.

5>Q

Tlmenie je velké - timiaca sila je vyrazna, kmitanie vobec

b) Medzny aperiodicky pohyb -

SZQO

c) Tlmeny kmitavy pohyb nastdva len pri malom tlmeni, ak . Potom viastnu uhlovii
frekvenciu tlmenej stistavy vypocitame:

Q, =405 -8’

(e)

Prisne vzaté, ak je doba kmitu je charakterizovand, ako najmensi Casovy interval, za ktory st
parametre pohybu rovnaké, potom nemdzeme tlmeny kmitavy pohyb pokladat’ za periodicky
pohyb, pretoze kmitajici bod nedosiahne svoju pdvodnu vychylku. Pohyb je kvaziperiodicky
a o periode Tqg moZeme hovorit’ iba ako o casovom intervale, za ktory hmotny bod prechadza
rovnovaznou polohou, resp. casovy interval pohybu medzi dvomi po sebe sa opakujucimi
maximalnymi vychylkami s rovnakym znamienkom.
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Doba kmitu volného kmitania s viskoznym timenim je

27 27 dmtm
Q, JQI-8° 4km—b

Plati 7,>T, kde T je peridda vlastnych kmitov. Vidime, Ze timenie predlzuje dobu kmitu. Ak
je tlmenie malé, peridda sa prakticky rovna peridde netlmenych kmitov. Zvaé¢Sovanim tlmenia
peridda narastd. Vlastny kmitocet je potom

/. 1 _Qa_ /9 -8 (2)
d T, 2= 2n

PRIKLAD 6.8: Doska A hmotnosti 4m je uchytena k ramu podla Obrdzku 6.13A. Uréte dobu
Ty kmitu dosky A okolo jej rovnovaznej polohy a frekvenciu kmitania fy, ak st dané hodnoty
m, by, by, kj, k. Pruziny a tlmice povazujte za nehmotné, odpor vzduchu zanedbajte.

7

Fo12 Foio

e x

Z Z
Obrdzok 6.134 Obrdzok 6.13B

Ty

‘ <&

Po wvychyleni dosky =zjej rovnovdznej polohy dochddza k deformdcidam pruzin
a tlmicov, v doésledku ¢oho zacnu v pruzinich 1 tlmiCoch pdsobit’ vratné a tlmiace sily
a mechanicka sustava zacina kmitat’® okolo rovnovaznej polohy bez dalSieho silového
posobenia. Vznikd priamociary kmitavy pohyb, tzv. ,nevymutené linearne kmitanie
s tlmenim®, resp. volné timené kmitanie.

Pri rieSeni ulohy dosku A vychylime z rovnovaznej polohy v smere osi y av tejto polohe
ststavu uvol'nime (Obrdzok 6.13B). V pripade vertikalnych osi pruzin spdsobi tiazova sila
dosky A po zmontovani danej mechanickej ststavy tzv. trvalu staticku deformaciu pruzin,
resp. staticku vychylku, v dosledku ktorej sa rovnovazna poloha dosky A zmeni a v pruzinach
zaCnu posobit’ tzv. statické vratné sily. Tie su trvale v rovnovahe s tiazovou silou dosky
A a mechanicka ststava ostava v pokoji. Tiazova sila dosky A ma potom vplyv len na urcenie
rovnovaznej polohy ststavy, okolo ktorej stustava kmita, preto pri d’alSom vypocte nebudeme
s tiazou dosky uvazovat’.
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Pruziny 1, 2 nahradime jednou pruzinou tuhosti k;,. Pruziny 1 a2 su zapojené paralelne (v
oboch pruzinach vznikd rovnako vel'ka deformécia). Tuhost’ sustavy pruzin k;, vypocitame:

k12 = kl +k2

Tlmiaci u¢inok oboch tlmicov zapojenych vedla seba, t. j. paralelne, vyjadrime vyslednou
tlmiacou silou £;;,. Potom suéinitel’ linearneho tlmenia b, je ureny vztahom

bl 2= bl +b2
Pre velkosti vyslednych sil v pruzine a tlmici platia vzt'ahy

Foo=kpy
Fpo=by y

Zakladna pohybova rovnica pre dosku 4:

ZFl-y =ma, =my
1

ktoru postupne upravime na tvar

J+287+Q2y=0

Na dosku posobia vysledné sily v pruzine a v tlmici, ktoré st orientované opacne ako zmysel
vychylky (proti pohybu), preto v skaldrnej pohybovej rovnici zostavenej v smere osi y budi
mat’ znamienko "-".

myy=—Fpy—Fin

dmy=—ky, y=bjp y

4mj}+b12j/+k12y=0 /L
4m

. bk

+—=y+—=y=0

‘ 4rny 4my

Z rovnice nevynuteného tlmeného kmitania ststavy vyplyva

e vztah pre konstantu utlmu 6

_ by :(b1+b2) N 8=(b1+b2)

4m 4m 8m

25

o vztah pre viastnu uhlovu frekvenciu netlmeného kmitania

k +k
Q% :( 14m2)
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e vztah pre viastnu uhlovii frekvenciu tlmenej sustavy pre pripad pomerne malého
tlmenia, ak Q>0

2
Q, - 193—82 _\/(k1+k2)_[bl+b2J

4dm 8m

Potom dobu kmitu kruhovej dosky vypocitame

Td:2n: 27

Qd (k1+kz)_ b +b, ’
4dm 8m

Pre frekvenciu volného timeného kmitania danej mechanickej sustavy plati

(kl +k2)_ b +by ?
p 1 4m 8m
d_Td - 271

PRIKLAD 6.9: Ty¢ hmotnosti 3m a dizky 8/ je spolu s hmotnym bodom hmotnosti 2m
viazana k ramu kibom, nehmotnou pruzinou a tlmi¢mi podl'a obrdzku 6.14. Uréte dobu kmitu
danej mechanickej sustavy okolo rovnovaznej polohy a frekvenciu kmitania.

RN

Obrazok 6.14

Hmotna ty¢ je kramu upevnena kibom vbode 0, pruzinou s linedrnou charakteristikou
a dvoma tlmi¢mi s linearnym visk6éznym tlmenim. Ak neuvazujeme pasivne odpory, budu pri
malom vychyleni (pootoceni) z rovnovaznej polohy pdsobit’ na teleso:

— momenty od tiazovych sil hmotného bodu a hmotnej tyce,

— moment od vratnej sily v pruzine,

— momenty od vyslednej timiacej sily.
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Obrazok 6.15

Pri rieSeni vychddzame z momentovej pohybovej rovnice mechanickej sustavy:

ZMiO :Ioazlo(.p

Ak pre vel'mi malé uhly ¢ ((p < 5°) plati:sin@ = @; cos@ =1, potom
x; =2lsing =2lp
X, =4lsing =4lo
X3 =6/sin@=6/¢ X3 =6lpcosp=06[¢

x4 =8/sinep =8lp

y1 =2lcosp =2/

Yy =6lcosq =6/

Tlmiaci u¢inok oboch tlmicov zapojenych za sebou, t. j. sériovo, vyjadrime vyslednou
tlmiacou silou £, . Potom stcinitel linedrneho tlmenia b, je ureny vztahom

1 | 1 by b,
- i > by, =

by by b by + by
Moment zotrvaénosti sustavy hmotnej ty¢e a hmotného bodu k osi rotacie v bode 0:
10 :ITYCO +IHBO 9

Vzhl'adom na to, Ze hmotna ty¢ sa bude otacat’ okolo staleho stredu otd€ania 0, ktory nie je

totozny s jej taziskom, je pre vypoCet momentu zotrvacnosti k bodu 0 potrebné pouzit
Steinerovu vetu:

_ 2
Ipye, = Iy +me
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Moment zotrva¢nosti hmotnej ty¢e k jej tazisku je vo vSeobecnosti uréeny vztahom:

1 1 2
L.« =—ml“=—3m(8])",
e qp 12 &)

kde m je hmotnost' tyée a [ je celkova dizka tyée. V nasom pripade potom plati
Loy =Ly +mc* = 1—123m(8l)2 +3m (41)
Lyye = i64m12 +3.16mi* = (16 + 48)ml*
Lyye =64ml*

Rovnako moment zotrva¢nosti hmotného bodu ur¢ime pomocou Steinerovej vety

IHBO :IHBF +m02

kde Iyp =0 vzhladom na to, Ze hmotny bod je bezrozmerny,

¢ - je vzdialenost’ hmotného bodu od stredu otacania.
Potom

Iyp =0+2m(81)
Ipyp, =128ml”
Vysledny moment zotrva¢nosti mechanickej stistavy k bodu 0 je
Iy =64ml* +128ml* =192 mi*
Pre silu v pruzine plati
F,=kx
Vysledna tlmiaca sila
Fyia =bp %
Momentova pohybova rovnica mechanickej sustavy

Iy © =—F, =12 2 +Gr %, + Gy

192m1? § = —kx, 21 — by, 3 61 + 3mg 4l + 2mg 8l
b b,

192mi? & = —k2lp2] —
M ? b, +b,

6lp6l+3mgalo+2mg8le
blbz
192m1% & = —p——— 361> + o|28mal — 4kl>
mil~ ¢ (Pb1+b2 (P( mg )

Pohybovt rovnicu upravime na tvar zakladnej rovnice nevynutené¢ho tlmeného kmitania

7
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$+280+Q50=0

36k b _
by b, +(p(7mg kl):()
192m (by +b, ) 48ml

o—¢

Z rovnice nevynuteného tlmeného kmitania ststavy vyplyva

e vztah pre konstantu Gtlmu 6
25 36b, b, 185, b,
192m(by +b,) 192m(by +b, )

e vztah pre vlastna uhlovu frekvenciu netlmeného kmitania

Tmg — ki
o2 - (Tme—H)
48ml

e vztah pre vlastni uhlovt frekvenciu tlmenej stistavy pre pripad pomerne malého
tlmenia, ak Qg > 6

Qd_m_\/ﬁmgkl)_( 18, b, )Jz

48ml 192m(b; + b,

Potom dobu kmitu kruhovej dosky vypocitame

Td:2n: 27

U Namg-k) ( 18nb Y
48ml 192m(b; +b, )

Pre frekvenciu tlmeného kmitania plati

(7mg—kl)_ 18 by by ’
1 48ml 192m(by +b, )
Ja =7, .

PRIKLAD 6.10: Kruhova doska hmotnosti 4m a polomeru 2r je viazana k ramu kibom,
nehmotnou pruzinou (k) a tlmiémi (b; a b,) podla obrazku 6.16A4. Urcte dobu kmitu valca
okolo rovnovaznej polohy a frekvenciu kmitania.

RIESENIE: Vizba kibom umoziuje kruhovej doske vykonavat’ otaéavy pohyb okolo pevnej
osi rotacie prechadzajucej bodom 0. Stcasne je doska k rdmu upevnena pruzinou s linedrnou
charakteristikou a dvoma tlmi¢mi s linearnym viskdéznym tlmenim. Pri malom pootoceni
telesa zrovnovaznej polohy apo jeho uvolneni budil na teleso posobit, ak neuvazujeme
pasivne odpory, len momenty od vratnej sily v pruzine a od tlmiacej sily v timi¢och. Moment
od tiazovej sily je kompenzovany momentom od vratnej sily pruziny v rovnovaznej polohe
(staticka vychylka). Reakcie v strede otaCania nevyvolaji otacavy ucinok telesa.

8
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G

For2

T

Obrazok 6.164 Obrazok 6.16B

Pri zostaveni pohybovej rovnice timeného kmitavého pohybu vychadzame z momentove]
pohybovej rovnice:

ZMiO :Io(x,:IOq-)

Uvolnime teleso vo vychylenej polohe (Obrdazok 6.16B) so zvolenou kladnou uhlovou
vychylkou @, nakreslime nan pdsobiace sily a vyjadrime
e velkosti deformécie v pruzine y,,

e okamzita rychlost’ y,

e vzdialenosti osi pruziny a tlmicov od osi rotacie x;,x,.
v zavislosti na uhle pootocenia ¢.
Ak pre vel'mi malé uhly ¢ ((p < 5°):

sin@=¢; cosQ=1,
potom

y1 =3rsin@=3r¢
Vo =2rsin@ =2r¢@
Vo =2r@cosQ =2r@
x, =3rcos@=3r

X, =2r.cos¢=2r
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Tlmiaci u¢inok oboch tlmicov zapojenych za sebou, t. j. sériovo, vyjadrime vyslednou
vyslednym sucinitel'om linearneho tlmenia b,

1 1 1 by b,
_— = — + — — b12 =

Pruziny s tuhostami k; a k» st zapojené paralelne (velkosti ich deformécii su v kazdom

okamihu rovnaké). Obidve pruziny nahradime jednou pruzinou s vyslednou tuhostou k;,, pre
ktoru plati:

ki =k + k>

Pre odvodenie momentu zotrvacnosti kruhovej dosky s excentricky umiestnenou osou rotéacie

pouzijeme Steinerovu vetu [y =1Ip +mc?  avztah pre moment zotrvacnosti valca

] 1
s rovnakym prierezom po celej dlzke k osi prechadzajucej jeho taziskom [ =Emr2. Pre

kruhovi dosku hmotnosti 4m, polomeru 2r so vzdialenostou r medzi osou rotacie
prechadzajicou bodom 0 a taziskom 7 plati

Iy = %4m (2r)2 + 4mr?

Iy =12mr 2

Pre vyslednu silu v pruZzine plati
Fp, =knn

Vyslednd tlmiaca sila
Fyip =byy 3y

Na zéklade obrazku uvol'neného telesa zostavime momentovli pohybova rovnicu, kde kladny
zmysel otacania volime v stlade z naznacenou orientaciou uhlovej vychylky.

Lo =—F,,x=Fny%

12mrig= (— k;, 3r(p)3r —(b,, 2rp) 2r

10
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Pohybovi rovnicu upravime na tvar zakladnej rovnice nevynuteného timeného kmitania

P+28¢p+Q3x=0

12]’}’1([) + 4b12(|) + 9k12 Q= 0

4 ) 9
P+——bpo+——kjpp=0

12m 12m
1 bbby, . 3

+— + ki +ky)p=0
377’Ib1+b2(p 4m( ! 2)(P

Z rovnice nevynuteného tlmeného kmitania sustavy vyplyva
e vztah pre konstantu Gtlmu &

L by s 1 b

25=— -
3m bl +b2 6m bl +b2

e vztah pre vlastni uhlovl frekvenciu netlmeného kmitania

3(ky +ky)
4m

Q2 =

e vztah pre vlastni uhlovi frekvenciu tlmenej stistavy pre pripad pomerne malého
tlmenia, ak Qg > o

2
3(k; + k) b b
O, =.J02_§ = L) 192
¢ 0 \/ 4m 6m(b, +b,)

Potom dobu kmitu kruhovej dosky vypocitame

Td:27t: 27

2
% 3(k +ky) b, b,
4m 6m(b1 + b, )
Pre frekvenciu tlmeného kmitania plati

3(ky+hky) b b, i
1 4m 6m(b, +b,)

1, 2n

11



