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5.3 LAGRANGEOVE ROVNICE II. DRUHU

Lagrangeove rovnice Il. druhu su zalozené na energetickom principe. Predstavuji vel'mi
efektivny spdsob zostavovania vlastnych pohybovych rovnic mechanickej sustavy. Metoda je
vhodna pre konzervativne (netlmené) sustavy.

Joseph Louis LAGRANGE (1736 - 1818) - taliansko-
francuzsky matematik a astronom.

V roku 1788 vydal dielo Analytickdi mechanika. Lagrange
vyslovil princip virtudlneho posunutia: "4k hmotny bod viazany
hladkou vizbou je v rovnovaznej polohe, elementdrna praca
aktivnych sil sa pri lubovolnom virtuilnom posunuti z tejto
polohy rovna nule". Kombinaciou principu virtudlneho posunutia
a d’Alembertovho principu potom J. L. Lagrange odvodil
vSeobecnu rovnicu mechaniky, teda analytickl rovnicu na rieSenie
vSetkych typov mechanickych tuloh: statickych i dynamickych,
uloh na rovnovdhu i na pohyb, pre pripad viazanych Ccastic i
objektov bez vdzby a pod uc¢inkom vsetkych typov sil.

‘

Uvazujme sustavu ,,N“ hmotnych bodov s holonomnymi vizbami, ktord ma ,,n“ stuptiov
volnosti pohybu. Vplyvom sil pdsobiacich na sustavu sa tdto bude pohybovat tak, ze
v kazdom okamihu bude stcet virtudlnych prac pracovnych a zotrvaénych sil rovny nule. Plati

N N d2,7j
D F; 5rj—2mj? 67, =0 (5.34)
j=1 Jj=1

2

kde  m; s hmotnosti jednotlivych bodov sustavy,

7; — ich polohove vektory,

d7;— virtualne premiestnenia,
—p -
F; —pracovne sily.

Dalej rovnicu (5.34) upravime pre mechanické ststavy s jednym stupiom volnosti.

MECHANICKE SUSTAVY S JEDNYM STUPNOM VOINOSTI

Poloha jednotlivych hmotnych bodov sustavy je funkciou jej zovSeobecnenej suradnice,
pripadne tiez Casu.

7y =7la1) (5.35)
a oF; :% (5.36)
J 8(]
Potom pre prvy ¢len rovnice (5.34) plati
N N __or.
ZIFJ.P o7 = Z;FJP a—;5q =065q (5.37)
Jj= Jj=
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N —p afj
kde Q=) F — (5.38)
Ao
V druhom ¢lene rovnice (5.34) upravme zatial’ len
d*F; oOF; dr; oF;\ dF. 4 (OF;
Ejé‘;?j:_z/_fé’q: d|ar o) _dr d|or Sq (5.39)
dt® 0q dt\ dt oq dt dt\ oq

a pre rychlost’ j-teho hmotného bodu plati
ar, 07,

TN T g U s
Z parcialnej derivacie tejto rovnice podl'a g a z parcidlnej derivacie rovnice (5.35) podla ¢
vyplyva rovnost’

ov. Or, ov; or.
e N rovnako EATRCR ] (5.40)
oq Oq oq dt\ oq
pomocou tejto rovnosti upravme vyraz v hranatej zatvorke v (5.39) na
ov, ov. V2 V2
4 v, —~ —vj—fzii A I (5.41)
dt\ 7 0q Ooq dtog|\ 2 ) og| 2
Ak pouzijeme upravené vyrazy (5.37) a (5.39) spolu s (5.40), rovnica (5.34) prejde na tvar
N m .vz. m .vz.
0dq— ii oy, dg =0 (5.42)
‘adtog\ 2 oq\ 2

Kineticka energia mechanickej sustavy tvorenej ,,N“ hmotnymi bodmi je
N S
j=1

Rovnicu (5.42) mézeme upravit’ na tvar

| A OB | OB || o _
{Q L”[ aq] S }&1 0 (5.43)

PretoZe vo vSeobecnej rovine 0g # 0, musi byt vyraz v zatvorke rovny nule.

Rovnica (5.44) predstavuje zdakladny tvar Lagrangeovej rovnice II. druhu pre mechanicka
sustavu s jednym stupiiom volnosti, resp. jej pohybovi rovnicu.

d(0E,\ OE,
_ %k _ 5.44
dt ( aq J 0q ¢ 49

kde ¢,q - zovSeobecnend suradnica, zovSeobecnena rychlost’,
E,; - kineticka energia ststavy,

O - zovseobecnena sila.
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Rovnako, ako pri zostavovani pohybovych rovnic principom virtualnych prac, neobsahuju ani
Lagrangeove rovnice II. druhu vézbové reakcie. To znamend, ze pre mechanické sustavy bez
pasivnych odporov st Lagrangeove rovnice II. druhu viastnymi pohybovymi rovnicami. Na
rozdiel od rieSenia principom virtudlnych prac tu nepracujeme so zotrvaénymi Uc¢inkami,
nepotrebujeme ich preto urcovat’. Jedinou dynamickou veli¢inou je tu kineticka energia, ktora
je skalarnou veli¢inou a je mozné ju pomerne jednoducho vyjadrit’ aj pre zlozitejSie ststavy.

Aplikujme Lagrangeovu rovnicu II. druhu odvodenu pre sustavu ,,N“ hmotnych bodov pre
rovinnu mechanicku sustavu s jednym stupniom volnosti tvorenu telesami konajucimi posuvny,
rotacny alebo vseobecny rovinny pohyb.

Tabulka 5.1: Vztahy pre vypocet kinetickej energie

KINETICKA ENERGIA

Translacny pohyb telesa . 5 & .
Pohyb hmotného bodu Rotacny pohyb telesa VSeobecny rovinny pohyb telesa
B, =L my? E =110 B =imv? 4 ire?
2 2 2 2

Zovseobecnenu silu O vypocitame zo vztahu, ktory vyjadruje rovnost’ virtudlnych prac
pracovnych sil a momentov a hl'adanej zovSeobecnene;j sily.

Q3q=Y F;8s;+y . M{ 5p,
; %

kde ]7]1; - doty¢nicova zlozka pracovnych sil pdsobiaca v smere pohybu,

Os; - virtudlne posunutie telesa,

M ,f - momenty (pracovnych) silovych dvojic,
o @, - virtualne pootocenie telesa.

Ak st pracovné sily potencidlne, plati tiez

OF

__%p
0 o

ZovSeobecnend sila odpoveda zdpornej hodnote derivacie potencidlnej energie podla
zovseobecnenej suradnice.

L) Pozndamka: Ak ma zovSeobecnend suradnica g rozmer dlZky, zovSeobecnena sila ma
rozmer sily, ak je zov§eobecnend suradnica g vyjadrena uhlom, zovSeobecnena sila ma rozmer
momentu sily, tak aby st¢in O 0g mal rozmer prdce.
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L Poznamka: Lagrangeové rovnice Il druhu umoziiuju riesit’ Glohy, kde je predpisany pohyb
a zist'uju sa potrebné sily alebo je predpisana zrychl'ujuca sila a zistujeme pohyb ststavy. Pri
rieSeni mechanickych ststav s jednym stupfiom vol'nosti (zostaveni ich pohybovej rovnice)
pouzitim Lagrangeovych rovnic Il druhu postupujeme nasledovne:

1.

2.

Vychaddzame zo zdkladného tvaru Lagrangeovej rovnice Il. druhu pre mechanicku
sustavu s jednym stupiiom volnosti - rovnica (5.44).

Zvolime zovSeobecnenu suradnicu (volime suradnicu telesa, ktoré kona translacny
alebo rotacny pohyb).

Vypocitame kineticku energiu sustavy, pricom vsetky kinematické veli¢iny musia byt
vyjadrené ako funkcie zovSeobecnenych stradnic a urobime prislusné derivécie.

Z virtualnej prace (alebo z okamzitého vykonu) pracovnych sil vypocitame
zovSeobecnenu silu (moment), pricom vSetky kinematické veli¢iny musia byt
vyjadrené ako funkcie zovSeobecnenych suradnic.

Odvodime vlastni pohybovt rovnicu rieSenej mechanickej sustavy.

Kinematickymi metodami uré¢ime pohyb ostatnych clenov sustavy, ktorych polohu
neurcuju zovSeobecnené suradnice priamo.

MECHANICKE SUSTAVY S ,,n“ STUPNAMI VOLNOSTI

Rovnice (5.45) st sustavou Lagrangeovych rovnic Il. druhu pre sustavu s ,n“ stupniami
vol'nosti, kde kazZdej zovseobecnenej suradnici odpoveda jedna pohybova rovnica, cize pocet
pohybovych rovnic sa rovna poctu stuprnov volnosti.

resp.

kde

4 O %k g

dt og, o

4 08 %k g

dt 8G, 0q, ~° (5.45a)
iaﬂ+8ﬂ_g

dt o4, oq,

iaiﬁﬂzg,., i=12,....n (5.45b)
dt 0q; 0

g, - zovSeobecnena stradnica,
q; - zovSeobecnena rychlost’,

Ex — kineticka energia sustavy,
Q;- zovSeobecnena sila.



