Priklad 2: Sustava telies sa pohybuje pod vplyvom pésobenia hnacieho momentu M,
a vlastnych tiazi jednotlivych telies sustavy. Urcte, kolkokrat sa otoCi teleso 3 pri pohybe
z pokoja za Cas t,;. Predpokladajte, ze sustava telies sa rozbieha s konstantnym zrychlenim
a lana su dokonale ohybné. Dané su hodnoty: M, 5, m,, ms, My, iry, irs, ty Ry, 3, Ry, 1y, hy, B, t5,
Wy(;, —0) = 0, a3 = konst. Ulohu rieSte s vyuZitim principu virtudlnych prac a pomocou
Lagrangeovych rovnic |l. druhu bez uvazovania pasivnych odporov.

o




1. Kinematicky rozbor:  2— v§eobecny rovinny pohyb = posuv T, + rotacia telesa 2 okolo T,
3 — rotaény pohyb
4 — posuvny pohyb

D

Poznamka: @@ — vnutorné vazby lanom



1. Kinematicky rozbor:  2— v§eobecny rovinny pohyb = posuv T, + rotacia telesa 2 okolo T,
3 — rotacny pohyb
4 — posuvny pohyb

10— - 4 b

D

Poznamka: @@ — vnutorné vazby lanom
K,, - Okamzity stred otacania telesa 2 vzhladom na ram 1



Volba zovseobecnenych suradnic

2. Volba zovSeobecnenych suradnic:  Teleso 4 - posuvny élen ststavy

ZovsSeobecnené suradnice telesa 4

— q=54

o . - Ky, g=v,




RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI Il. DRUHU

3. Véazbové podmienky: @ V, =V,

() Ve=Vs
o A7
¢ ) o
(e _©_
_ 7
/ v -

/.



Vazbové podmienky

3. Vazbové podmienky: @ V, =V, V, =, 1

@ Ve =V @, (R, +1,)= 03 R,

, K21
Po— - £ Vry =0, R,

/.




Odvodené zavislosti kinematickych velicin

Tabulka zavislosti kinematickych veli€in telies 2 a 3 na kinematickych

velicinach telesa 4

oQ, Os @, V a, a
R R R
o ,= 65 : Wy=V 3 a,=a 3
v 41’3(R2+r2) ? 4’”3(R2+’”2) ’ 4’”3(R2+7”2)
R.R Ry R R.R
057, = 08, 2 V2 =Vy ( 22 \ Ary,=dy 2
’”3(R2+’”2) n\Ry +1y) ’”3(R2+”2)
1 1 1
5(03:55'4_ a)3:v4— a3_a4_
7"3 7’3 I/ES




RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

4. Princip virtualnych prac — podmienka ,,DYNAMICKEJ ROVNOVAHY*“
Pohybova rovnica je zostavena v tvare rovnice ,,DYNAMICKEJ ROVNOVAHY*“

=Y (FF - Fp )05, + X (M =M )50, =0

Po

M

~

\
G, Zakladna definicia: Virtualna praca vsetkych pracovnych a zotrvaénych
sil a momentov pésobiacich na mechanicku sustavu je rovna nule.

/. K21
FD2 »
-

FP M Pracovné sily a momenty

FDz? M ; Zotrvacne sily a momenty

Os;; O@, Virtualne posunutie, resp.
virtualne pootoCenie

Poznamka: Metdda je vhodna, ak chceme urcit' len jeden kinematicky alebo silovy parameter (vonkajSie silové
ucinky). Pomocou tejto metddy nie je mozné urcit reakcie vo vazbach (vnutorné siloveé ucinky).



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

087y

/ Ky, 4.1 K sustave telies zobrazenej na obrazku dopinime zotrvacné

' ] ucinky (sily a momenty) a virtualne posunutia, resp. pootocCenia.
o Y >

\

oo, =0
Virtualna praca pracovnych a zotrva&nych sil a momentov telies 2,3,4
A ,=(—G,sinB—-Fp,)ds,
04 ;= (Mh3 _MD3)5§03

54 ,=(0-M ;) 80, + (0= Fp, )57,



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

087y

Po— - / Ko,

FDZ ﬂ a

XD

4.2 Zostavime rovnicu ,dynamickej rovnovahy“ danej sustavy telies

SA = (= Gysin S~ Fpy )54+ (M3 =M ;) 55 +(0~ My, ) 5, +(0— Fpyy ) 8575 = 0



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

8A:(_G4Sin[3_FD4)SS4 +(Mh3 _MD3)5(P3 +(O_MD2)8(P2 +(O_FD2)8ST2 =0

4.3 Do rovnice dynamickej rovnovahy dosadime zavislosti virtualnych posunuti a zrychleni telies 3 a 2 na
virtualnom posunuti a zrychleni telesa 4, ktorym nahradime pohyb celej sustavy telies. Rovnako je potrebné
vyjadrit vztahy pre vypocCet zotrvaénych ucinkov jednotlivych telies.

s
6T2I

% . / Ko,

o2 » M
AR

/7




RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

e

@

7

Zotrvacné sily a momenty

Fp,=m,a;,

My, =1;,a,
Fp,=mya,
My =15 a;

Hmotné momenty zotrvacnosti

_ .2
L, =m, i,

_ o, 12
Ly =my ip,



Polomer zotrvacnosti i;

Vypocet momentov zotrvacnosti telies Moment zotrvaénosti k osi je definovany ako sucin

A hmotnosti a druhej mocniny vzdialenosti od prislusnej osi.

Napriklad k osi x ]x = jdm (y2 + Zz)
m

Tvarovo zlozité teleso mézeme nahradit hmotnym bodom,
ktory umiestnime vo vzdialenosti /; od pévodnej osi rotacie telesa
tak, aby ich momenty zotrvacnosti k osi rotacie boli rovnakeé!

Polomer zotrvaénosti ( i+ ) je vzdialenost k bodu, kde
sustredena hmotnost telesa ma rovnaky hmotny moment
zotrvacnosti ako hmotny moment zotrvacnosti telesa.

Hmotny bod g T prechadza ,taziskom* hmotného bodu, ktorym je

2 1|:n nahradené pévodné teleso 3. Hmotny moment zotrvacnosti
T 3 hmotného bodu (bezrozmerny utvar) I:=0
|
i T3 \: Steinerova veta: Moment zotrvacnosti sustavy hmotnych
bodov k wurcCitej osi sa rovna sucCtu jeho momentu
%) zotrvacnosti k rovnobeznej osi prechadzajucej taziskom
] T3 m ZT3 sustavy a sucinu celkovej hmotnosti sustavy so Stvorcom

vzdialenosti medzi rovnobeznymi osami.
=0



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC
04 = (_ G, SinB_FD4)854 +(Mh3 _MD3)6(P3 +(O_MD2)8(P2 +(O_FD2)6ST2 =0

4.4 Vypocet zrychlenia a, telesa 4 dosadenim a upravou rovnice ,,dynamickej rovhovahy*

Dosadime vztahy odvodené pre sily, momenty, hmotné momenty zotrvacnosti a posunutia, resp. pootocenia:

: 1
84 =(-m,gsinB—m, aT4)§g£ T (Mh3 —m; ip, 0‘3)8/9{7

3

_m. Ry _ Bl _ A
mzlma%)’%@%""&) mzaT2%4’"3(Rz+’"2)_O /8S4



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

Dosadime vztahy odvodené pre zrychlenia a uhlové zrychlenia:

04 = (_ mygsif—m, a4)+ [Mm — i i%3 dy ljl

13 )13
) 5 R3 R3 3 R3R2 R3R2
m2 lTZ a4 ]/'3(R2 -|—]/'2) ]/'3(R2 _|_]/'2) m2 a4 7"3(R2 _|_I/-2)]/'3(R2 ‘I‘rz)

=0

Uprava rovnice: e roznasobit zatvorky

2

: 1 1

84 =-m,gsinB-m,a,+M,,——m, i, a4(—]
& 3

2 2
-2 R, R;R,
— — =0
" ZT2a4(’”3(R2+7"2)) m2a4(’”3(R2+’”2))



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

Uprava rovnice: e vSetky vyrazy s a, preniest na druhd stranu rovnice,

2 2 2
: 1 1 R R.R
—m,gsin f+M,,—=m, a, +m, iéa{—} +m, iﬁza{ : J+m2a4( 2 ]
F ”3(R2+"2) ’”3(R2+’”2)

r 3

Uprava rovnice: e a, vybrat pred zatvorku.

2 2
1 , (1 ) R R. R
. . o . 3 3 2
3 3 ’”3(R2+’"2) ’"3(R2+’”2)
Uprava vztahu pre vypocet a,
1 .
_ 3
Cl4 = 1 5
) 5 R3 R3R2
m,+m,1l — +m, 1 +m
4 3 T3 2 T2 2
£ ’”3(R2+”2) ’”3(R2+”2)



RIESENIE PRINCIPOM VIRTUALNYCH PRAC

5 Vypocet poctu oto€eni N; (uhlova draha ¢;) telesa 3

® 9 oL, t
do S 3=, — Y3t
o, =— = konst. at
dl‘ t, ¢@,=27N,
‘ o oc3(j)t3dt = (j) do
o,fdt = [ do
0 0 t;
o, — = 27N,
Oy I; = (5 2
2
No= s L3
> 4x

Dosadime vztah vyjadrujuci zavislost o5 na zrychleni a, vybraného ,redukovaného” telesa 4




RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

4. Zakladny tvar Lagrangeovej rovnice Il. druhu pre sustavu s 1° vol'nosti

_—

K21

'_

/'

Po— -

d (9Ex |_0Ex
i G e

Cr
s
|

kinetickd energia sustavy
— zovseobecn ena suradnica

— zovSeobecnena rychlost

/

Q R
I

zovseobecn ena sila



RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

5. Vypocet kinetickej energie sustavy telies

| ) | 1 » 1.
Exgist. = Zimivi +251j60j "‘Z(Emk"k +51k®k)
i ] k

I — pocCet telies konajucich posuvny pohyb
] — pocCet telies konajucich rotacny pohyb

k — pocCet telies konajucich vSeobecny rovinny pohyb



RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

5. Vypocet kinetickej energie sustavy telies K
21

. ./ Q_

)

7

Eggist. =Lkt Exs £y

E Ksust. —



RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

5. Vypocet kinetickej energie sustavy telies

Hmotné momenty zotrvaénosti

[, =m, sz

[y =m, lT3

Exopr. =Exy tEgs + Egy

1 5 1 » 1 > 1 5
Egist. = 5 MVT2 +51 720 +51 T3 3 +5m4"4



RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

Do vztahu pre E,, dosadime zavislosti okamzitych rychlosti telies 2 a 3 na rychlosti telesa 4 — Tabulka

2 2 2

1 R: R 1 R 1 1 1

Evo oo =—my| v e =1y P25 | v > b —a it | v — | +—myvi
Ksust. 2 2( 4 7'3(R2+7'2)) 2 2 TZ( 4 r3(R2+r2) 2 3731 Y4 2 474




RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

Potom Eg o > K, vé%
6. Derivacie EKSl’JSt.
1. 2
ol —K,v
aEKsust (2 2 4)
= =K; vy
8V4 6\/4
d aEK Sust. | d(K2V4)
' = = Ksa,
dt | ov, dt
|,
0| —K,v
aEKsust _ (2 2 4)20




RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI Il. DRUHU

7. Vypocet zovSeobecnenej sily, resp. momentu odvodenim z virtualnej prace pracovnych sil a
momentov

=0 &y =Y (F 55,)+ 2 (M 50, )+ > (F S5 + M, 5p;)
k

! J



RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

VypocCet zovSeobecneného momentu odvodenim
z virtualnej prace pracovnych sil a momentov

Veflkosti virtualnych prac pracovnych sil a momentov
posobiacich na jednotlive telesa sustavy:

Teleso 2: = o
Teleso 3: 0A;=+ M,; 0,
Teleso 4: 0A,=- G, sin 5 ds,




RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI II. DRUHU

7. VypocCet zovSeobecneného momentu odvodenim z virtualnej prace pracovnych sil a momentov
QdS'4 = + Mh3 5{03— G4Slnﬂ 55'4

Dosadime zavislosti virtualnych posunuti, resp. pootocCeni telies 2,3 na virtualnom posunuti telesa 4 — Tabulka

ng4 = + Mh3 5S4l_ G4Sin,B 5.5'4
3
| .
Q:+Mh3 — — G4Sln18
3

S J

K,



RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI Il. DRUHU

8. Pohybova rovnica ,redukovaného telesa 4“, resp. sustavy telies

K> a,—0=Kq; resp. Ki=K,ay (11)

9. Urcenie zrychlenia a, telesa 4

Mh3l—m4gsin[3

3

4 2 2 2
1 R R.R
%) .2 3 3%
BT Y YN T
7 ’”3(R2""”2) ’”3(R2+’”2)




RIESENIE LAGRANGEOVYMI ROVNICAMI Il. DRUHU

10. Vypocet poctu oto€eni N; (uhlova draha ¢;) telesa 3

do .
o, = o konst.
[

t, o,
oc3£dt = (j)d(o

Oy I3 = M

d
W; = ?(f =03 13
t, Q,=27N,
o,ftdt= [ do
0 0
;2
Ol 33 = 27N,

2
0Ly I3

41

N, =

Dosadime vztah vyjadrujuci zavislost o5 na zrychleni a, vybraného ,redukovaného” telesa 4




