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6 KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH SUSTAV

61 UVOD

Z hl'adiska technickej praxe je kmitanie ddlezitym pripadom pohybu. Kmitavy pohyb je
sprievodnym javom pri prevadzke takmer kazdého strojového zariadenia. VSeobecne su
strojové zariadenia charakterizované vysokymi pracovnymi rychlostami pri zachovani
vysokej prevadzkovej Zivotnosti a spolahlivosti. Tym sa zvySuje vznik dynamickych zataZeni
pohybujucich sa Casti strojov, s ¢im suvisi vznik vibracii a hluku, ktoré sprevadzaja pri praci
kazdy stroj. Vo vécSine pripadov je kmitanie neziaduce, znizuje zivotnost' a spol'ahlivost’
strojovych zariadeni a v pripade vyrobnych strojov ma nepriaznivy vplyv 1 na kvalitu
vyrobkov. Naopak, v pripade niektorych technickych zariadeni predstavuje prave umelo
budené¢ kmitanie ich zakladni pracovni funkciu (vibracné dopravniky, vibracné mieSace
betonu, pohyb piesta v spalovacom motore, atd’.).

Pri¢ina a samotny priebeh kmitavého pohybu mozu byt rozne. V niektorych pripadoch je
pric¢inou kmitania len kratkodoby vonkajsi silovy ucinok uvadzajuci sustavu do pohybu
(kyvadlo, teleso upevnené k pruzine, teleso ponorené do vody), inokedy posobi silovy G¢inok
pocas celého trvania kmitavého pohybu (prakticky vsetky stroje v prevadzke, jazda autom,
stipy ainé konstrukcie vo veternom pocasi). Niektoré telesa (jednotlivé &asti strojového
zariadenia) sa vplyvom kmitania mézu deformovat’ (poSkodenie lozisk, ¢innych ploch bokov
zubov u ozubenych prevodov apod.), niektoré nemusia (kyvadlo, piest v spalovacom
motore).

ZAKLADNE POIMY KMITAJUCEJ SUSTAVY

KaZzdé strojové zariadenie tvori z hl'adiska mechaniky mechanickii sustavu. Zakladné prvky
kmitajlicej stistavy su:

e hmota - je nositelkou kinetickej energie

e pruzZina - je nositel’kou potencialnej energie

e (Imic - predstavuju disipatory energie, ktoré

menia mechanicku energiu na teplo.

Zakladnym udajom vsSetkych periodickych dejov je perioda — doba kmitu "T"
a frekvencia "f ". Perioda je najkratSia doba, po ktorej sa opakuje pohybovy stav telesa.
Frekvencia je prevratena hodnota doby kmitu, vyjadruje pocet kmitov za jednotku Casu.
Kmit je pohyb, ktory hmotny bod vykond za jednu periodu.
Harmonicky pohyb je kmitavy pohyb, ktorého graf zavislosti vychylky z rovnovaznej polohy
od ¢asu ma sinusovy priebeh.
Pri teoretickych uvahach je mozné zanedbat’ odpor vzduchu, pasivne odpory, resp. iné druhy

tlmenia. Vtedy hovorime o volnom kmitani bez tlmenia — ide o idealizovany neredlny stav
sustavy.

Pri redlnom kmitani sa amplitida vychylky postupne zmensuje. Mechanické energia sa meni
na iné druhy energie (napr. na vnutornu energiu sustavy a okolia). Kmity s t/mené, ¢o
ovplyviiuje nielen amplitidu vychylky, ale aj periddu vlastného kmitania. Prisne vzatg,
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nemozeme teda tlmeny kmitavy pohyb pokladat za periodicky pohyb, pretoze kmitajice
teleso nedosiahne svoju poévodnu vychylku. Pohyb je kvaziperiodicky a o periode T mbdzeme
hovorit’ iba ako o casovom intervale, za ktory hmotny bod prechdadza rovnovdznou polohou.

Fyzikdlnou  pri¢inou tlmenia je  existencia  pasivnych odporov -  trenie
v mechanickej sustave. V technickej praxi rozoznavame:

e vonkajsie tlmenie - vznika pri kmitani v odporovom prostredi (kvapalina, vzduch,...);
patri sem i tlmenie vyvolané Specidlnymi timi¢mi umele zavedenymi do mechanicke;j
sustavy (tlmic¢e v automobiloch,...)

o konstrukcné tlmenie - vznikéa vo vazbach mechanickej sustavy

e vnutorné tlmenie - vznika pri kmitani, kde sprievodnym javom je deformécia,
vyvolévajuca relativny pohyb elementarnych Castic materidlu, pri ktorom pdsobia
vnutorné sily

Pri kmitani dochddza k zmene polohy hmotného telesa. Vieme, ze pric¢inou kazdého pohybu
je silovy ucinok, ktory méze byt posuvny alebo otacavy. Pri zmene polohy kmitajiceho telesa
vznikaju v pruzine a tlmici sily, ktoré sa snazia sustavu po vychyleni vratit do pdvodne;j
polohy. St to tzv. vratné sily a su orientované proti moZnému vychyleniu. Ak posobia
v ststave pruzné sily s linedrnou charakteristikou a sily linedrneho viskézneho tlmenia, tak
sustava vykonava linedrne tlmené kmitanie. Pohyb takejto linearnej mechanickej sustavy je
mozné popisat’ linearnymi diferencialnymi rovnicami 2. radu. Tento druh kmitania vznika
s ur¢itym priblizenim pri malych vychylkach a rychlostiach mechanickej sustavy. Ak vratné
sily maju nelinedrne charakteristiky, tak siistava vykonava nelinearne kmitanie a jej pohyb je
popisany nelinearnymi diferencidalnymi rovnicami 2. radu.

Ked na ststavu neposobia budiace sily trvalého charakteru, vykonava sustava volné
(nevynutené) kmitanie - sistava je uvedend do pohybu silou, ale potom je ponechana "sama
na seba". Ak na sustavu trvalo pdsobia budiace sily, vznikd vyniitené kmitanie mechanickej
sustavy. VSetky druhy vynateného kmitania moézu byt so silovym budenim alebo
s kinematickym budenim; pricom obidva druhy budenia m6zu mat’ deterministicky charakter
alebo nahodny charakter. Deterministické budenie méze byt harmonické, periodické alebo
neperiodickeé.

ROZDELENIE MECHANICKYCH KMITOV

1.Podl'a vel’kosti (disipativnych) trecich sil pozname kmitanie mechanickej sustavy:
e netlmené - trecie sily st nulové, resp. zanedbatel'né,
o tlmené.

2.Podl’a poctu stupniov volnosti pozname mechanick sustavu:
¢ sjednym stupniom volnosti (Obrazok 6.1a),
e s viacerymi stupiiami vol'nosti (Obrdzok 6.1b).

3. Podl'a druhu, chovania sa a matematického modelu fyzikélnych charakteristik (tuhosti —
pomer zmeny vel'kosti vratnej sily k zodpovedajucej zmene vychylky):
e linearne kmitanie — vratna sila je linearne zavisla od vychylky a kmitanie je mozné
popisat’ ststavou linearnych diferencialnych rovnic,
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o nelinearne kmitanie — zavislost vratnej sily od vychylky nie je linearna
a kmitanie nie je mozné popisat’ stistavou linearnych diferencidlnych rovnic.
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Obrazok 6.1
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4. Podl'a rozloZenia parametrov je mozné kmitajicu sustavu rozdelit’ na sstavu:
e 5o sustredenymi parametrami — jednotlivé telesa stistavy povazujeme za dokonale tuhé
a diskrétne od seba oddelené,
o fontinuum — mechanicka sustava so spojite rozlozenymi parametrami - pri
analytickom rieSeni predpokladdme spojité rozloZenie hmotnosti, dominantnym javom
je deformadcia.

5. Podl’a priciny vzniku kmitania (tzv. budiaca sila):
e volné kmitanie — budiace sily na sustavu neposobia, vznika obvykle pri okamzitej
zmene zat'azenia strojov (Obrdazok 6.2a),
e vynutené kmitanie — na sustavu posobia vonkajSie budiace sily (Obrdzok 6.2b).
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é F=F, sin(wt)
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F, - amplituda budiacej sily
a) b)
Obrazok 6.2

6. Podl'a druhu budenia
o deterministické (Obrazok 6.3a),
e stochastické (nahodné) (Obrdzok 6.3b).

i

F®

Obrazok 6.3
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7. Podl'a druhu pohybu

e priamociare kmitanie— teleso kond priamociary pohyb,

e torzné kmitanie — na teleso pri kmitani posobi otacavy silovy ucinok,

e ohybové (priecne) kmitanie — typické pre nosniky, ktoré sa pri kmitani deformuju,
e fruzivé kmitanie — vznika pri otaCani deformovaného hriadel’a.

Dalej sa budeme zaoberat’ len kmitanim mechanickych ststav so sustredenymi parametrami,
resp. s kone¢nym poctom stupniov vol'nosti, presnejsie s jednym stupfiom vol'nosti.

6.2 VODINE NETLMENE KMITANIE LINEARNYCH MECHANICKYCH
SUSTAYV S JEDNYM STUPNOM VOINOSTI

Z kinematiky vieme, ze mechanickd sustava ma jeden stupenn volnosti, ak je jej okamzita
poloha ur¢ena jednoznacne len jednou stradnicou. VSeobecne je mozné pohyb takejto
mechanickej ststavy zndzornit modelom s jednym stupfiom volnosti. Uvazujme pripad
najjednoduchsej mechanickej ststavy sjednym stupfiom volnosti. Mechanickd sustava je
tvorend dokonale tuhym telesom (hmotnym bodom) o hmotnosti m, ktoré sa pohybuje po
dokonale hladkej podlozke (obr. 6.4). Kramu je teleso upevnené nehmotnou pruzinou,
v ktorej vznikd linedrna vratnd sila tak, Ze mdéze vykonavat’ len priamociary pohyb v smere
osi pruziny. Pociatok suradnicovej sustavy zvolime v mieste stabilnej rovnovaznej polohy
telesa, resp. v mieste, kde pruzina nie je deformovana.

Poznamka: V tejto Casti, ako aj v nasledujtcich castiach, budeme pouzivat’ termin ,.teleso*
len pre ndzornost. Vysetrovany objekt sa pri pohybe bude chovat’ ako ,,hmotny bod ““. Zaroven
budeme predpokladat’, 7e pre deformaciu pruZiny (prediZenie, alebo stladenie) plati Hookov
zdkon a deformacia pruziny je priamo imerna posobiace;j sile.

6.2.1 Pohybova rovnica vol’ného netimeného kmitavého pohybu

Nech sa teleso (hmotny bod) pri nedeformovanej pruzine nachadza v pociatku suradnicove;j
sustavy 0(x,y). V tejto polohe na teleso v smere stiradnicovej osi x nebude posobit’ ziadna sila
a takato polohu volame rovnovazna poloha (RP).

y

Obrazok 6.4

Pdsobenim vonkajsieho silového tcinku v smere osi x vychylime teleso z rovnovaznej polohy
(x = 0) a okamzite uvolnime. Po odzneni vonkajSieho silového G¢inku vznikne priamociary
kmitavy pohyb, tzv. ,volné kmitanie bez tlmenia“, pri rieSeni ktorého pouzijeme metodu
uvolnenia a pohybovu rovnicu zostavime metodou zrychlujucich sil. V tomto pripade pasivne
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odpory a hmotnost’ pruZiny zanedbame. Na teleso tak posobi len vratnd sila v pruzine F),
ktora vznika v samotnej stistave ako reakcia na poruSenie rovnovahy telesa.

Ak teleso zrovnovaznej polohy posunieme o vzdialenost x, pruzina sa natiahne
a na teleso zacne posobit’ sila vzdy orientovana proti zmyslu deformécie pruziny. Zlozku tejto
sily v smere osi x vyjadruje rovnica F, = — kx, kde konStanta k je silovd konsStanta (tuhost
pruziny), k> 0. Ak teleso uvol'nime (vonkajsia sila prestane posobit’), sila v pruzine mu udeli
zrychlenie a potencidlna energia natiahnutej pruziny sa premeni na kineticku energiu telesa.
Po prechode rovnovéaznou polohou teleso za¢ne pruzinu stlacat’. Kineticka energia sa prement
na potencidlnu energiu stladenej pruziny, situacia sa opakuje a teleso zacne vykondvat
periodicky pohyb po priamke. Takato sustava predstavuje linedrny harmonicky oscilator.
Ukéazeme, Ze vychylka x z rovnovaZznej polohy je harmonickou funkciou €asu a preto linedrny
oscilator je harmonicky (obr. 6.4).

Pohybova rovnica vo vektorovom tvare ma tvar

mc‘z:Fp+G+Fn (6.1)
kde m - hmotnost’ telesa,
a - zrychlenie telesa; a =a, =v, =X, a, = 0
» - sila v pruZine; Fp =kx,
G - tiaz telesa; G=mg ; g je tiazové zrychlenie,

F; - vizbova reakcia od podlozky.

Vyjadrime pohybovu rovnicu (6.1) v skalarnom tvare:
X: mx=-F, (6.2)
y: 0=F, -G (6.3)

Rovnica (6.3) vyjadruje skutoCnost’, Zze v smere osi y pohyb neexistuje, alebo je rovnomerny.
Vypocitame z nej vel’kost’ vizbovej reakcie F,.

O=F,-mg = F,=mg

Pre dalSiu matematickii analyzu kmitania pouzijeme skalarnu pohybovu rovnicu (6.2)
zostavenu v smere osi x. Pohybova rovnica kmitavého pohybu telesa ma tvar

mx=—kx (6.4)

alebo

mi+kx=0 (6.5)

Vzhl'adom na urcita rozdielnost’, ktora vznika pri zostaveni pohybovej rovnice, si ukdzeme i
pripad linedrnej mechanickej ststavy, kde os pruziny je vo vertikdlnom smere (obr. 6.5).
Kmitavy pohyb nastane v smere osi pruziny.
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Obrazok 6.5

Koncovy bod nezat'azenej pruziny (obr. 6.5b) zaujme polohu oznac¢enu bodom 4. Po zaveseni
telesa o hmotnosti m sa koncovy bod pruziny posunie o vychylku x; vyvolanu statickou
tiazovou silou telesa (bod A'). Obrazok 6.5¢ zobrazuje mechanickt ststavu v rovnovaznej
polohe, pre ktort plati podmienka rovnovahy tiaze G telesa a zodpovedajucej statickej
vratnej sily v pruzine F ., . Ak velkosti tychto sil si:

G=mg; Foy=kxgy.
Potom plati
G-F,, =0
mg—kx, =0 g mg =kx,, (6.6)

Ked potom vychylime teleso z rovnovaznej polohy o vzdialenost’ x, bude celkovéa deformacia
pruziny (x+x,;). Pohybovéa rovnica v skalarnom tvare zostavend v smere osi x zvolenej

suradnicovej sustavy podl'a obrazku uvol'nenia (obr. 6.5a) bude:

mi=—k(x+x,)+mg. (6.7)
Po tprave a dosadeni (6.6)

mi=—kx—kxy, +kx,
dostavame rovnaku pohybovi rovnicu ako v predoslom pripade

mix=—kx

mi+kx=0 (6.8)
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Mozeme povedat’, ze priebeh vol'ného kmitavého pohybu linedrnej mechanickej sustavy bez
trenia s jednym stupfiom volnosti nezavisi od tiazovej sily telesa. Tiazova sila v pripade
zvislej osi pruziny ma vplyv len na urcenie rovnovaznej polohy sustavy, okolo ktorej bude
vykonavat’ vol'né netlmené kmitanie. Tento zdver je mozné rozsirit' aj na pripad volného
netlmeného kmitania s viacerymi stupiiami vol'nosti.

Pri zostaveni pohybovej rovnice priamociareho vol'ného netlmeného kmitania pomocou
Lagrangeovej rovnice II. druhu potrebujeme vyjadrit velkost kinetickej a potencidlnej
energie sustavy. Kinetickd energie je

E, =—mx
L)

kde X je velkost rychlosti telesa. Potencialna energia sustavy je

1, »
E_ =—kx
L)

Kedze sustava na obr. 6.4 je konzervativna, potom Lagrangeova rovnica II. druhu ma tvar

d (aEkJ_aEk 0L,

dt\ ox | ox ox

Po dosadeni a vykonani prislusnych matematickych operacii dostaneme
mx=—kx

alebo
mi+kx=0

Pohybova rovnica je zhodna s rovnicami (6.4), (6.5) a (6.8). Z matematického hl'adiska ide
0 homogénnu linearnu diferencidlnu rovnicu 2. radu s konstantnymi koeficientmi.

6. 2. 2 Vychylka kmitania, amplituda vychylky kmitania

Upravme rovnicu (6.5), resp. (6.8) na tvar

5c'+£x =0,
m
k 2 y
kde —=Q2 =konst.. (6.9)
m

Qg je viastna uhlova frekvencia alebo viastna kruhova frekvencia volného netlmeného
kmitania.

Potom

i+Q3x=0 (6.10)
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Rovnici (6.10) vyhovuji dve nezéavislé rieSenia x; = AsinQyt, x, = BcosQ¢,pre l'ubovolné

konstanty 4 a B. VSeobecné rieSenie potom ma tvar

x=AsinQyt+ BcosQt (6.11)
Integracné konstanty 4 a B ur¢ime zo zaciato¢nych podmienok

t=0: x=xp, x=V (6.12)
Dosadenim prvej podmienky #=0: x=x, do(8.11) dostaneme

xXg=58 (6.13)
Derivovanim (8.11) podl'a ¢asu dostaneme

x=A€Q)cosQyt —BQ,sinQt (6.14)

Po dosadeni druhej podmienky t=0:x=v, do(8.14)

vo=AQ, = A=-0 (6.15)
Qg
Vseobecné rieSenie rovnice (6.10) pre zaCiatocné podmienky (6.12) potom vzhladom na
(6.13)a (6.15) je

Vo .
x =—2sinQt + x,c08Qy = Xx; + X, (6.16)
0

Kmitavy pohyb ma vtomto pripade dve zlozky, ktoré st priamo umerné harmonickym
funkciam sinQg¢ a cosQqt. Grafické znazornenie ¢asového priebehu vychylky x a jej

zloziek x; a x; podl'a (6.16) je na obr. 6.6.

; A , o : % "
Vztah (6.16) mozeme po zavedeni substiticie Csin@=x, a Ccos@ =Q—O upravit’ na tvar,

0
ktory sa v praxi pouZziva najCastejSie:
x = Csin(Qyt +¢) (6.17)
Na zaklade predchadzajucich substitucii
? )
C=|x3+| | | fgp=20%0 (6.18)
Q Vo
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CASOVY PRIEBEH VYCHYLKY x

— Z3vislost zlozky x1 wchylky x na ¢ase Zavislost zlozky x2 wychylky x na Case === Zavislost wchylky x na ¢ase

14 15 16 18 19 P

T

Obrazok 6.6

Parameter C z fyzikalneho hl'adiska predstavuje maximdalnu vychylku kmitavého pohybu
a nazyva sa amplituda vychylky kmitania. Parameter ¢ vyjadruje fazové posunutie kmitavého
pohybu na zaciatku pohybu (¢ = 0) a nazyva sa fazovy uhol alebo zaciatocna fdaza. Obidva
parametre su konStanty zavislé od zaciatocnych podmienok, ako to vyplyva z (6.18). Ak
X9 =0,v9g =0, potom neméze nastat volné kmitanie. Aspon jedna zo zaciato¢nych

podmienok musi byt’ nenulova.

6.2.3 Perioda kmitania, frekvencia kmitania

Na zaklade vztahu (6.17) je mozné vysledny kmitavy pohyb vyjadrit harmonickou funkciou.
Je to teda periodicky pohyb, ktory sa opakuje po uplynuti ¢asu T (obr. 6.7). Cas T odvodime
z podmienky, ze argument (Qot + (p) rieSenia (8.17) sa po uplynuti ¢asu 7' zvacsi o 2.

(Qot+@)+2n=Qy(t+T)+0 (6.19)

Potom ¢as T, ktory nazyvame perioda kmitania vyjadrime vztahom:

2
72" o \/E (6.20)
Q k

Perioda kmitania — Cas potrebny na vykonanie jedné¢ho kmitu, t. j. pohybu telesa
z rovnovaznej polohy (RP) do prvej krajnej polohy (1KP), potom do druhej krajnej polohy
(2KP) a spét’ do rovnovaznej polohy (obr. 6.7).

Ddélezitym parametrom v tedrii kmitania je pocet kmitov za ¢asovl jednotku [s]. Nazyva sa
frekvencia kmitania alebo viastny kmitocet. Jednotkou je 1 herz [Hz], rozmer [s].
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N .2 (6.21)

2K~ RP ~ IK

7 k |
7 m
A
0—\
_<_/
1 KMIT
Obrazok 6.7

6.2.4 Vektorové zobrazenie kmitavého pohybu, vlastna uhlova frekvencia vol’ného
netlmeného kmitania

Volné netlmené kmitanie je popisané harmonickou funkciou s konsStantnou amplitudou,
nazyva sa preto tiez harmonické kmitanie. Graficky ho méZeme zobrazit' tieZ pomocou
vektora C, ktorého velkost sa rovna amplitide kmitania a vektorC je sprievodi¢om
bodu pohybujuceho sa po kruZnici rovnomerne uhlovou rychlostou Qg (obr. 6.8). Nech sa
na zaGiatku pohybu (¢ = 0) koncovy bod vektoraC nachadza v polohe 4. Postupnym
zobrazenim CGasovej zavislosti zvislych priemetov vektora C ktory sa rovnomerne otaca
uhlovou rychlostou Q, dostaneme casovu zavislost’ vychylky x zhodnu s obr. 6.6, ktora
zodpoveda matematickému vyjadreniu podla (6.17). Doba kmitu 7 je potom ¢as potrebny na
otodenie vektora C o uhol 27 uhlovou rychlostou Q. Zaciatocna faza kmitania ©=Qt

urcuje hodnotu okamzitej vychylky v zac¢iatocnom okamihu. Parameter ¢ nadobuda hodnoty

kladné aj zdporné, meria sa zvy€ajne v radidnoch. Z matematiky (p[rad ] = (p[°]&.

Obrdzok 6.8 Vektorové zobrazenie harmonického kmitavého pohybu

10
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Zo vztahu (6.21) vyplyva aj fyzikalny vyznam €} . Je to vlastne pocet kmitov za ¢as rovny
27 [s]. Frekvencia kmitania nijako nezavisi na tom, aka velka je deformécia pruziny
(predizenie, stladenie) a teda aka velka je amplitida kmitov. Zavisi len od hmotnosti
kmitajiceho telesa m a silovej konstanty pruziny k. Veli¢inu €}, nazyvame viastna uhlova

frekvencia alebo viastna kruhova frekvencia volného netlmeného kmitania. Jej jednotkou v
ststave SI je radian za sekundu, fyzikalny rozmer je [s].

| 2
Q) =2nf,=2n—= n = [Q, = K resp. Qé =£ (6.22)
T m m m
21, |—
k
alebo na zaklade (6.6)
Q,= |5 (6.23)
xst

Poznamka: Ak zistime experimentilne velkost’ statickej vychylky od tiaZe telesa G, je
mozné priamo vypocitat Q,,T, f, bez poznania tuhosti pruziny k a hmotnosti telesa m. Pre

vel'kost’ tiazového zrychlenia g = 9,81 lm.s_ZJ plati

= 3’13, T =2n Xt =9 X s fO:L £ - 0,5

O 2

(6.24)

st
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