AM_PREDNASKY_ TYZDEN 4 GEOMETRIA HMOT

2 GEOMETRIA HMOT

Tuhé teleso je sustava hmotnych bodov, ktorych vzajomna poloha sa pri 'ubovolnom pohybe
telesa nemeni. Pri rieSeni pohybu telesa je preto mozné pouzit’ zavery z dynamiky sustavy
hmotnych bodov. Pri skimani pohybu tuhého telesa potrebujeme poznat’ aj jeho rozmery, tvar
a rozlozenie hmoty v priestore a vhodne toto rozlozenie charakterizovat’. Rozlozenie hmoty v
telese charakterizuji momenty zotrvacnosti a deviacné momenty. Ich rozmer je (kg.m?).

2.1 MOMENTY ZOTRVACNOSTI

Moment zotrvacnosti je mozné chapat’ ako ,mieru zotrvacnosti telesa. Vo vseobecnosti
rozliSujeme momenty zotrvacnosti telesa k osi, k rovine a k bodu. Nazyvame ich osovy,
rovinny, resp. poldrny moment zotrvacnosti. Momenty zotrvacnosti telesa predstavuju
hmotnostné momenty 2. stupila, pricom ich definujeme ako sii¢in hmotnosti telesa a Stvorca
jeho vzdialenosti od osi, roviny, bodu.

Nech je dané teleso, ktorého polohu vyjadrime v pravouhlej pravotocivej suradnicovej stistave
0(x, y, z) (obr. 2.1).

Obr. 2.1

Moment zotrvacnosti k osi je definovany ako suc¢in hmotnosti a druhej mocniny vzdialenosti
od prislusnej osi.

Ak teleso rozdelime na hmotné elementy s hmotnostou dm, potom moment zotrvacnosti
hmotného elementu dm k osi x je

d/l, =dm(y2+22) 2.1)

Vysledny moment zotrvacnosti telesa k osi x dostaneme s¢itanim momentov zotrvacnosti
jednotlivych hmotnych elementov k osi x, ¢o vzhl'adom na spojité rozlozenie hmotnosti

v telese vyjadrujeme integrovanim (2.1).

Ixzjdm(y2+22) (2.2)




AM_PREDNASKY_ TYZDEN 4 GEOMETRIA HMOT

Podobne mdzeme vyjadrit’ momenty zotrvacnosti k osiam y a z:
I, = J.dm(x2 +2%)

m (2.3)

I, = jdm(xz +y2)

m (2.4)

Moment zotrvacnosti k rovine je definovany ako su¢in hmotnosti a druhej mocniny
vzdialenosti od prislusnej roviny.

Podobnym postupom ako v predchddzajicom pripade dostaneme vysledné momenty
zotrvacnosti telesa k rovindm (x, y); (x, z) a (y, z):

I, = J’dmz2

m (2.5)
I, = J‘dmy2

m (2.6)
1, = Idmx2

m (2.7)

Polarny moment zotrvac¢nosti je definovany ako sucin hmotnosti a druhej mocniny
vzdialenosti od zaciatku siradnicového systému 0.

Podobne ako v predchadzajicich pripadoch je polarny moment zotrvacnosti telesa:
Ip=[dm(x*+y* +z2%)
m (2.8)

V stvislosti s osovymi momentmi zotrvacnosti zavadzame pojem polomer zotrvacnosti ,,i*.
Kazdy moment zotrvacnosti telesa mdézeme vyjadrit' ako si¢in hmotnosti telesa a druhej
mocniny polomeru zotrvacnosti.

Polomer zotrvacnosti je vzdialenost’, kde sustredend hmotnost’ telesa méd rovnaky hmotny
moment zotrva¢nosti ako hmotny moment zotrvac¢nosti telesa.

Jednotlivé momenty zotrvacnosti moézeme vyjadrit’ takto:

e momenty zotrvacnosti k osiam:

— o 2 — 2 — 12
I, =mig; I, =mig; I, =miZ;

e momenty zotrvac¢nosti k rovindm:

0 2 )
I, =mi; I =mi_; I, =mi,
e polarny moment zotrvacnosti telesa:
_ 2
Ip=mip

Poznamka: Z tyzikalneho hl'adiska vyjadruje moment zotrvacnosti k osi odpor telesa proti
zmene jeho uhlovej rychlosti.
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2.2 DEVIACNE MOMENTY

Deviany moment telesa je definovany ako suc¢in hmotnosti a siradnic v prislusnej rovine.
Vyjadruje nerovnomernost’ rozloZenia hmotnosti telesa vzhl'adom na prislusna rovinu.

Tak ako pri vypocte momentov zotrvacnosti, teleso rozdelime na hmotné elementy. Deviacny
moment hmotného elementu dm k rovine (x, y) je:

dD,, =dmxy (2.9
Potom devia¢ny moment telesa k rovine (x, y) je:

D,, =jdm Xy (2.10)

Devia¢né momenty k rovinam (x, z) a (y, z) st:

D _ = _fdm Xz; D, = Idm vz (2.11)

Na zéklade vzt'ahov (2.10) a (2.11) plati:

ny = Dyx; D._.=D._; Dyz = Dzy (2.12)

Ak st deviacné momenty k osiam x, y, z nulové, potom osi x, y, z st hlavné osi zotrvacnosti a
momenty zotrvacnosti k nim su hlavné momenty zotrvacnosti.

Ak hlavné osi prechadzaju taziskom sustavy, nazyvame ich hlavné centralne osi zotrvacnosti
a momenty zotrvacnosti k nim st hlavné centralne momenty zotrvacnosti.

Vyuzitie hlavnych osi zotrvaénosti podstatne ulahcuje analyzu rotacného a sférického
pohybu.

M'x, =y, =z)]

Obr. 2.2 Rovina sumernosti xz
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Z definicie momentov zotrvacnosti vyplyva, Ze momenty zotrvacnosti k osiam, rovindm
a bodu mézu byt len kladné, ale deviacné momenty zotrvacnosti mozu byt kladné, nulové
a zaporne.

Nulové st k hlavnym osiam, ktoré mézeme pri symetrickych telesach urcit’ takto:

e Ak ma teleso jednu rovinu sumernosti (rovina xz), je kazda priamka, ktora je na fu kolma
(os y) jednou =zhlavnych osi zotrvacnosti, lebo deviatny moment k tejto osi
a k 'ubovol'nej osi leziacej v rovine sumernosti (os z), pricom obe osi prechadzajii tym
istym bodom roviny stmernosti, je nulovy. Rovina simernosti je centralnou rovinou.
Uvedené tvrdenie vyplyva z toho, ze kazdému bodu M s kladnou suradnicou y odpoveda
bod M s takou istou zapornou stradnicou. Potom integraly I xydm a j yzdm s nulové

m m

a os y je hlavnou osou (obr. 2.2).

e Ak ma teleso dve (navzdjom kolmé) roviny sumernosti, je ich prieseCnica hlavnou
centradlnou osou zotrvacnosti a zaroven osou sumernosti. Deviaéné momenty zotrvacnosti
k nej a k osiam leziacim v rovindch sumernosti st nulové. Tieto osi st tieZ hlavné osi.
Velkou skupinou telies s takymito osami su rotacné telesa.

e Ak ma teleso tri roviny sumernosti, st ich priese¢nice hlavnymi centrdlnymi osami
zotrvacnosti.

Poznamka: Fyzikdlny vyznam deviaéného momentu telesa vyjadruje mieru
nerovnomerného rozlozenia hmoty telesa k rovine vytvorenej indexovanymi osami.

2.3 MOMENTY ZOTRVACNOSTI K ROVNOBEZNYM OSIAM
STEINEROVA VETA

Casto potrebujeme vypoéitat’ momenty zotrva¢nosti k rovnobeznej osi alebo rovine. Potom
plati Steinerova veta, podobne ako pri vypocte kvadratického momentu prierezu.
Nech je dany moment zotrvacnosti telesa k osi z,, ktord prechddza t'aziskom a je potrebné

urcit’ moment zotrvacnosti telesa k osi rovnobeznej s osou z, (obr. 2.3).
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0=z : X

Obr. 2.3
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Na zéklade vztahu (2.4) je:
Izzjdm(x2+y2) (2.13)
m
Z obr. 2.3 vyplyva:
xX=a+xp;; y=b+y; (2.14)
Po dosadeni (2.14) do (2.13) je:

I.=[dm(a+x)* +(b+yr)’]
I, = _[dm(x% +y7)+ jdm (a* +b2)+2a.[dm Xr +2bjdm Vr (2.15)

Zo statiky vieme, Ze vyrazy IdmxT, resp. _[dm yp su statické momenty k osiam, ktoré
m m
prechadzaju cez tazisko a tieto sa rovnaji nule. Potom je:

I=1, +mc?| (2.16)

kde
I, =[dm(x7 +y7); c* =a® +b>.

Vzt'ah (2.16) je matematicka formulacia Steinerovej vety: Moment zotrvacnosti k osi z, ktora
je rovnobeznd s osou zr sa rovna suctu momentu zotrvacnosti k osi zy a si¢inu hmotnosti
telesa a druhej mocniny vzdialenosti osi z a zr.

Steinerova veta: Moment zotrvacnosti sistavy hmotnych bodov k urcitej osi sa rovna suctu
jeho momentu zotrvacnosti k rovnobeznej osi prechadzajicej taziskom sustavy a sucinu
celkovej hmotnosti stistavy so Stvorcom vzdialenosti medzi rovnobeznymi osami.

Podobne mdzeme vyjadrit’ aj moment zotrvacnosti k rovnobeznym rovindm:

2

+ma
T

I, =1,

(2.17)
I_=1__ +mb?

xz = Txpzp

(2.18)

Steinerova veta plati aj pri vypocte deviatnych momentov telesa k rovnobeznym rovinam.
Potom na zédklade obr. 2.3 je deviatny moment telesa k rovine 0(x,y) vyjadreny vzt'ahom
(uvadzame bez odvodenia):

D,, =D, , +mab

(2.19)
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MOMENT ZOTRVACNOSTI TENKEJ HOMOGENNEJ TYCE

PRIKLAD 2.1: Uréte hmotny moment zotrvacnosti tenkej homogénnej ty¢e hmotnosti m,
dizky [ a rozmerov a, b (obr. 2.4).

a) k osi zx prechadzajicej jej krajnym bodom 4.

b) k osi zr prechadzajicej taziskom T’

Dané: m, .
Hradané: Lz, L4.

Z4 1/2 zr by
¥ 7 / 5
X
A 3 ]
T|
Y X dx
[
Obr. 2.4

RIESENIE: Rozmery prierezovej plochy tenkej tyée (a, b) s v porovnani s jej dizkou /
vel'mi malé. Moment zotrvacnosti pre tenku ty¢ k osi z preto na zaklade (2.4) odvodime zo
vzt'ahu:
I, = _f(xz +y2)dm = J.xzdm (a)
m m

Vyberme hmotny element dm, ktorym je hmotnostny tisek o dizke dx vo vzdialenosti x od osi
z4 iducej krajnym bodom A4 tyce.

Ak m=pV; m=pabl , (b)
potom dm=pdV; dm=pabdx. (c)
Vztah pre urcenie hustoty p odvodime z (b) a dosadime do (c):
m m m
=— = dm=——abd = |dm=—dx d
£= abl Ty I @

a) Moment zotrvacnosti tenkej homogénnej tyce k osi z4 prechddzajucej jej krajnym bodom A

[]3 [3 3
0

I 37 3
1
IZA=Ixzdm=Ix2?dx=ﬂ{x—} N ©)
m 0

b) Moment zotrvacnosti k osi zr iducej taZiskom T a rovnobeznej s osou z4 urcime pomocou
Steinerovej vety.

] 2
IZA: zT+m[5j

2 2 ) s 5
Y T O e,
2 3 4 12

ZT:_n/ll2 (ﬂ
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MOMENT ZOTRVACNOSTI HOMOGENNEHO VALCA
PRIKLAD 2.2: Uréte moment zotrvacnosti homogénneho valca (obr. 2.5) o hmotnosti m,
polomere R, vyske 4 a hustote p

a) k osi symetrie valca z,
b) krovine xy.

Obr. 2.5

RIESENIE: Nech element dm = p dV je vytvoreny ako tenkostenny valec o hrubke dr
a polomere r. Potom dm = p dV' = p2zarh dr. Moment zotrvacnosti tohto elementu k osi z je:

dl, = r*dm= p2zhidr
a) Moment zotrvacnosti valca k jeho osi symetrie z
’ 1
I, = _[rzdm = 27zph_[r3 dr=—mphR*,
() 0 2
Ak m=pV = pﬂth, potom

1 :lmRz.
2

z

Moment zotrvacnosti valca I, k osi roticie z mozeme vyjadrit aj pomocou polomeru
zotrvacnosti i,
1

L=ml= mR = =
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b) Moment zotrvacnosti valca k rovine xy

Ak chceme urCit moment zotrvacnosti krovine O(xy), vyberieme element dm, ktory je
vytvoreny ako valec o polomere R a o vyske dz, ktory je od roviny O(xy) vzdialeny o z. Potom
pre hmotnost’ vybraného elementu plati:

dm=pdV = pJZ'deZ.
Moment zotrvacnosti elementu dm k rovine 0(xy) bude:
dl,, = Z2dm=prR*z*dz
a moment zotrvacnosti celého valca k rovine 0(xy) je:
A R
I, = Izz dz = /072'R2J.Z2 dz= pﬂRz— = —mh?.
() 0 3 3

Ak m = pV = pz R*h, potom

)
1. =—mh"|
Vo3

MOMENT ZOTRVACNOSTI HOMOGENNEJ GULE

PRIKLAD 2.3: Pre homogénnu gul'u o hmotnosti 7, polomere R a hustote p (obr. 2.6) uréte:

a) polarny moment zotrvacnosti k stredu gule, resp. k jej tazisku T,
b) momenty zotrvacnosti k siradnicovym osiam x, y, z, prechadzajtcich stredom gule 7.

Obr. 2.6

RIESENIE: Vyberme element dm, ktory ma tvar tenkostennej dutej gule o polomere r
a hrubke steny dr pre ktory plati:

dm:p47tr2dr,
kde
P‘ﬂ_ =
vo4 o m
3
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Polarny moment zotrva¢nosti tohto elementu k t'azisku je:
2 4
dl,=r"dm=pdzr’dr
a) Polarny moment zotrvacnosti homogénnej gule:
5

R
R
I, = Idlp =4ﬂpjr4dr=4ﬁp?.
(m) 0

Ak pzél, potom 1 zémRz.
4 7 R? s

b)  Momenty zotrvacnosti k osiam x,y,z, ktoré prechadzaji stredom gule (fazisko 7).

Pretoze gul'a je symetrickd ku vSetkym osiam, plati:

I,=1,=1; Ly=1.=1I,.

Na zaklade vzajomnych vztahov ktoré platia medzi jednotlivymi momentmi zotrvacnosti
mozeme povedat’, ze plati:

21, =31; 1,=31,;

z ktorych dostdvame:

2 2 ol 1 1 2
InglngmR 5 ]xyzglp:ng .
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