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1 DYNAMIKA HMOTNEHO BODU
1.1 RIESENIE ULOH POMOCOU POHYBOVYCH ROVNIC

Pohybova rovnica je matematickym zapisom fyzikdlneho vztahu medzi zmenou pohybu
uvazované¢ho bodu (zmena je charakterizovana zrychlenim bodu) a silami, ktoré tento pohyb
ovplyviiuji. Zakladni pohybovi rovnicu je mozné zostavit’ dvoma spdsobmi. Prvy vychadza
z druhého Newtonovho zékona a druhy vyuziva d’Alembertov princip.

1.1.1 Zostavenie pohybovej rovnice Newtonovym spésobom.

Pohybovu rovnicu zostavujeme vo vSeobecnom stave (polohe) uvolneného hmotného bodu,
pricom uvazujeme vsetky sily, ktoré na hmotny bod pdsobia. V pripade viazané¢ho pohybu
bodu, ktorého pohyblivost’ je obmedzend kinematickymi vizbami, musime zohl'adnit’ tiez
reakcie vo vézbach.

ma=YF =F (1.1)

1

kde F = ZF, je vyslednicou vsetkych sil (akénych aj reakénych), ktoré na uvol'neny hmotny
1

bod posobia. Rovnica (1.1) je zakladnou rovnicou dynamiky hmotného bodu vo vektorovom

tvare. Pri konkrétnom rieSeni rozpiSeme vektoroviu rovnicu (1.1) do niekolkych zlozkovych

(skaldarnych) rovnic. Ich pocet je dany typom silovej sustavy pdsobiacej na hmotny bod. Pri

priestorovej silovej stustave si to tri zlozkové rovnice, pri rovinnej dve a pri priamkovej

silovej sustave jedna skalarna rovnica.

a) Pohybova rovnica hmotného bodu v kartézskej pravouhlej siiradnicovej ststave

maszx mx= Fix
ma,=F,, resp. my=)F, (1.2)
ma,=F, mz=)F,
z
\

Lx,y,z]

draha
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b) Pohybova rovnica hmotného bodu vo valcovej (polarnej) siradnicovej sustave

ma,=F, m(/j_p(i’z):Fp
ma,=F,, resp. m(p$+2p¢)=F, (1.3)
ma, =F, mz=1F,

Zvlastnym pripadom tejto suradnicovej sustavy su polarne suradnice pri vySetrovani
rovinného pohybu v rovine kolmej na os z. Sustava rovnic (1.3) sa potom redukuje na dve
rovnice:

maP:FP resp m(lb_p¢2)=FP (1.4)
ma, =F, m(P¢+2/5¢)=F¢
zN  driha

Obr. 1.2

¢) Pohybova rovnica hmotného bodu v prirodzenej suradnicovej sustave

Tuato stradnicovu ststavu tvori sprievodny trojhran drahy bodu, t. j. tangenta (doty€nica
k drahe hmotného bodu), hlavna normdla (kolmé na tangentu) a binormadla so zaciatkom
v okamZitej polohe hmotného bodu L (Obr. 1.3).
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Vysetrovanie pohybu hmotného bodu v stradnicovej sustave 0(¢,n,b) mé prakticky vyznam
v pripade, ak pozname vopred tvar trajektérie vySetrovaného bodu (vel'mi vhodné pri pohybe
bodu po kruznici). Pozname tak smery ¢, n, b. Pretoze vektor zrychlenia lezi v oskulacnej
rovine 0(t,n), jeho priemet do smeru binormaly ma nulovi hodnotu. Zlozkové pohybové
rovnice v smeroch osi prirodzenej suradnicovej ststavy zapiSeme v tvare:

ma, =F,
ma, =F, (1.5)
O:Fb

Zlozky zrychleni v smere tangenty a normaly urc¢ime

. ._vdv vt
al=v=S:_; an=_=_
ds p P
kde s je krivociara suradnica hmotného bodu,
v = §je rychlost’ hmotného bodu,

pje polomer krivosti drahy hmotného bodu.

1.1.2 Zostavenie pohybovej rovnice d’Alembertovym spésobom.

Pohybovu rovnicu m a = F' m6Zeme formalne zapisat’ v tvare:

F+(-ma)=0 (1.6)

Ak F =2171 a vyraz F, n =—ma oznaime ako tzv. zotrvacnu d'Alembertovu silu, potom
i
rovnica (1.6) ma tvar:

F+Fp=0 (1.7)

Vektorova rovnica (1.7) vyjadruje rovnovdahu medzi vonkajS$imi a zotrvacnymi silami.
Hovorime o tzv. dynamickej rovnovahe, €o je podstatou d’ Alembertovho principu.

1.2 ZAKLADNE VETY DYNAMIKY HMOTNEHO BODU

e Veta o zmene hybnosti

Zmena hybnosti v urcitom casovom intervale je dand impulzom sil pésobiacich na hmotny
bod v tom istom casovom intervale.
t

myv —mv, :.[17 dz; (1.8a)
0
alebo H—Hy=1 (1.8b)

kde  H je hybnost hmotného bodu v ¢ase ,
H - hybnost hmotného bodu v &ase ¢ =0,

I - impulz sily na intervale < 0, ¢ >.



AM_PREDNASKA TYZDEN_3_DYNAMIKA_HMOTNEHO BODU

Veta o zmene hybnosti méa vSak prakticky vyznam len vtedy, ak integral na pravej strane
rovnice (1.8a) sa d& priamo vypocitat’, t. j. ak st pdsobiace sily konstantné, alebo st funkciou
Casu.

V pripade, ak impulz vyslednej sily F je nulovy, t. j. I =0, potom H —H, =0, z &oho
vyplyva, ze vektor hybnosti sa v priebehu ¢asu nemeni.

H = H, = konst. (1.9)
Vztah (1.9) vyjadruje vetu o zachovani hybnosti.

e Veta 0 zmene momentu hybnosti

Casovd zmena momentu hybnosti k urcitému bodu je dand momentom vsetkych pésobiacich
sil k tomu istému bodu.

dL  —
—=M 1.10
dt (1.10)
resp. Upravou a integrovanim vztahu dostaneme
t
L-Ly=[Mdt=1,, (1.11)
0

resp. L—Ly=1,,

t
kde I, = IM d¢ je ¢asovy impulz momentu hybnosti M,
0

L =7xH - moment hybnosti hmotného bodu v ¢ase ¢.

Veta o zmene hybnosti mé prakticky vyznam v pripade, ak moment sil je funkciou ¢asu alebo
je konstantny. Specidlny pripad, kedy je vysledny moment pdsobiacich sil k danému bodu
rovny nule, popisuje veta o zachovani momentu hybnosti vyjadrend vztahom

L-L,=0 (1.12)

e Veta o zmene kinetickej energie

Zmena kinetickej energie hmotného bodu medzi jeho dvoma polohami je dand pracou
vSetkych pracovnych sil posobiacich medzi tymito polohami.

1 1 T=p .
—mv? ——mvo2 =Zjﬂpdr (1.13a)
2 2 )
0
alebo
E,—Ep=4" (1.13b)

kde  Ej; je kineticka energia hmotného bodu na konci vySetrovaného pohybu,

E} - kineticka energia hmotného bodu na zaciatku vySetrovaného pohybu,

A" - praca pracovnych sil.
Pozndamka: Vetu o zmene kinetickej energie s vyhodou pouzijeme vtedy, ked’ vypocet
prace je jednoduchy, t. j. pdsobiace pracovné sily su konStantné alebo su funkciou casu.

4
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Obvykle tuto vetu pouzivame v pripade, ak neuvazujeme pasivne odpory. Ak je potrebné
zohl'adnit’ aj vplyv trenia, treciu silu odvodime pomocou pohybovych rovnic.

e Veta o zachovani mechanickej energie

Sucet kinetickej a potencidalnej energie hmotného bodu pohybujiceho sa v potencidalnom
silovom poli pri posobeni konzervativnych sil je konstantny.

E +E, = konst. (1.14)

Zakon o zachovani mechanickej energie je mozné pouzit pre vol'ny hmotny bod ako aj pre
body viazané k dokonale hladkym plocham, resp. v pripade, ak vplyv pasivnych odporov proti
pohybu mozZeme zanedbat.

1.3 METODIKA RIESENIA ULOH V DYNAMIKE

Pri rieSeni uloh v dynamike pomocou pohybovych rovnic je vhodné dodrzat’ tento postup:

1. Pohybujici sa hmotny objekt (hmotny bod, teleso, sustava hmotnych bodov a telies)
uvol'nime z vizieb vo vSeobecnom ¢asovom okamihu skimaného intervalu a nakreslime
tzv. ,,obrazok uvol'nenia hmotného objektu®.

2. Vhodne zvolime stradnicovu ststavu tak, aby ndsledné rieSenie sustavy rovnic bolo ¢o
najjednoduchsie. Napriklad v pripade priamociareho pohybu hmotného bodu je vhodné
smer azmysel jednej zo sUradnicovych osi volit’ v smere a zmysle pohybu. Pociatok
suradnicovej sustavy zvolime v mieste pociato¢nej polohy skimaného objektu.

3. Kuvolnenému hmotnému objektu nakreslime nani pdsobiace vonkajSie sily (akéné —
zatazujuce sily) a reakcie vo vidzbach.

4. Zostavime zékladnl pohybovu rovnicu vo vektorovom tvare.

5. Zakladnu vektorova pohybovil rovnicu premietneme do osi zvolenej suradnicovej ststavy,
t. j. napiSeme zlozkové pohybové rovnice.

6. K zloZkovym pohybovym rovniciam pridame potrebné vzt'ahy pre vyskytujice sa pasivne
odpory a vztahy medzi kinematickymi veli¢inami.

7. RieSenim takto vytvorenej stistavy rovnic ur¢ime (podla typu tllohy) hl'adané silové, alebo
kinematické veli¢iny a reakcie vo vdzbach.

Poznamka: Postup rieSenia s vyuzitim pohybovych rovnic je mozné v urcitych pripadoch
urychlit’ rieSenim pomocou zakladnych viet dynamiky. V priklade 1.1 st uvedené viaceré
moznosti rieSenia danej ulohy. Pri rieSeni d’alSich uloh bol podl'a moznosti zvoleny rychlejsi
postup rieSenia pomocou zakladnych viet dynamiky, prip. su hladané veli¢iny urcené
viacerymi metodami rieSenia. V situdcidch, v ktorych je potrebné zohl'adnit’ vplyv pasivnych
odporov, je nutné vychadzat’ z rieSenia pomocou pohybovych rovnic. V uvedenych rieSenych
ulohach je mozné vzt'ah pre treciu silu odvodit’ len pomocou pohybovych rovnic.
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RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD 1.1: Hmotny bod o hmotnosti m sa pohybuje smerom dolu po naklonenej rovine
s uhlom sklonu S (obr. 1.4). V mieste A ma rychlost’ v4. Sucinitel’ Smykového trenia medzi
hmotnym bodom a podlozkou je f. Urcte rychlost’ vg, ktora hmotny bod nadobudne v mieste B
po prejdeni vzdialenosti / a Cas ¢4, za ktory hmotny bod tito vzdialenost’ prejde.

Dané: m, vy, f,1, S

Hradané: vg, t45

Obr. 1.4

RIESENIE: Ulohu je mozné riesit’ viacerymi sposobmi:

e pomocou pohybovych rovnic zostavenych Newtonovym sposobom,

e pomocou podmienok dynamickej rovnovahy vyuzitim d’Alembertovho principu,
e pomocou zakladnych viet dynamiky.

1. RieSenie pomocou pohybovych rovnic - na zaklade Newtonovych zakonov

Pohybovu rovnicu zostavujeme vo vSeobecnom stave (polohe) uvolnené¢ho hmotného bodu,
pricom uvazujeme vsetky sily, ktoré na hmotny bod pdsobia (obr. 1.5). V pripade viazaného
pohybu bodu, ktorého pohyblivost” je obmedzend vizbami, musime zohl'adnit’ aj reakcie vo
vizbach. VonkajSou zat'azujucou silou pdsobiacou na hmotny bod je jeho tiaz G, reakciou od
podlozky st normélova sila Fy a trecia sila F,.

Hmotny bod vykonava priamociary pohyb dolu naklonenou rovinou. Pri vol'be stradnicovej
ststavy vyhodne zvolime smer a zmysel osi x totoZzne s drahou a zmyslom pohybu hmotného
bodu. Zaciatok suradnicovej sustavy zvolime v bode 4.

Obr. 1.5

Vektorova pohybova rovnica:

ma=G + Fy +F, (a)
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Zlozky pohybovej rovnice v skalarnom tvare v smere stiradnicovych osi zvolenej suradnicove;j
sustavy:

x: ma,=Gsin f-F (b)
y: 0=Fy-Gcos S (c)
Doplnkové rovnice:

G=mg
Potomz(c) =

Fy=Gcos f=mg cos B
F=f Fy=fmgcos

Pohybova rovnica vyjadruje zavislost’ kinematickych veli¢in a silovych ucinkov, ktoré su
pri¢inou zmeny stavu hmotného objektu. V naSom pripade sa hmotny bod pohybuje
rovnomerne zrychlene vsmere osi x pod vplyvom vlastnej tiaze. Pretoze hladdme
kinematické veli¢iny (rychlost’ vg a Cas tap), z viastnej pohybovej rovnice (b) (popisujicej
zmenu stavu) odvodime rovnicu zrychlenia:

X: ma, =mgsin ff— fmgcos /:m

X: ax:g(sinﬁ—fcosﬁ)

Ak pre zrychlenie hmotného bodu a jeho zlozky v zvolenej stiradnicovej sustave plati

_[2, 2. . 4
a=.la; +ay; a,=a; ay—O,

potom rovnica zrychlenia vySetrovaného hmotného bodu ma tvar

a=g(sin f-f cos p)

Velkost’ okamzitej rychlosti V3 na konci znamej drahy / uréime z rovnice zavislosti rychlosti

- . . . L . d
na drahe. Pre jej odvodenie pouZzijeme tzv. rozsirenu definiciu zrychlenia a = vd_v .
X
i vdv
a=g(sm,3—fcos,8)= d
x

g (sin B — fcos B)dx=vdv

l Vg
g(sin - fcos B)[dx= [vdv
0

V4
2 2
g(sin,B—fcos,B)l=v7B—v7A

Po separacii premennych, integracii a prave dostaneme vztah pre vypocet rychlosti, ktort
hmotny bod dosiahne za danych nezmenenych podmienok v mieste B:

vp =+2g (sin B — fcos B) 1 +12
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Cas t45 vypocitame z rovnice rychlosti ako funkcie ¢asu, ktortt odvodime z rovnice zrychlenia
pomocou tzv. zakladnej definicie zrychlenia.

a:g(sinﬂ—fcosﬁ):%

g(sin B— fcos ) TBdt = vfdv

0 VA
g (sinB—fcos B)t 5 =v5—v,

Vp —Vy

g(sin 8 — fcos )

Ty =

2. Metoda zotrvaénych sil (dynamicka rovnovaha) - rieSenie pomocou podmienok
dynamickej rovnovahy zostavenych vyuzitim d”Alembertovho principu.

Vektorova podmienka dynamickej rovnovahy (d) vyjadruje rovnovahu medzi vonkaj$imi a
zotrvaCnymi uCinkami pdsobiacimi na hmotny objekt. Zotrvacny ucinok je vyjadreny
zotrvacnou silou Fp, ktord pdsobi v smere pohybu (v smere osi x) a je orientovand v opacnom
zmysle, ako je skutocny zmysel pohybu (obr. 1.6).

0=G+Fy+F, +Fp (d)
Rozpisanim vektorovej rovnice (d) do zloziek dostavame:
X: 0=Gsin f-F,-Fp (e)
y: 0=Fy-Geos p (H)

Obr. 1.6

Pre zrychlenie hmotného bodu a jeho zlozky plati:

a=,/a§+a§; a,=a; a, =0
Potom doplnkové rovnice su:
G=mg
z(f) = Fy=Gcosff=mgcosf
F,=fFy=fmgcosf

Fp=ma
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Odvodime rovnicu zrychlenia:

X: O0=mgsin f— fmgcos f—ma

X: ma=mgsin f— fmgcos /:m
a=g(sin f-fcos )

Cas t43 a velkost okamzitej rychlosti v, vypo&itame rovnako ako v bode 1..

3. Veta o zmene kinetickej energie

Zmena kinetickej energie hmotného bodu pri jeho pohybe z bodu 4 do bodu B je dana pracou
vSetkych pracovnych sil pdsobiacich na hmotny bod medzi tymito polohami.

Pojmom ,,Pracovné sily* oznacujeme sily, ktoré na hmotny bod posobia v smere jeho pohybu.

Pracovnymi silami, ktoré pdsobia na vySetrovany hmotny bod pohybujlci sa v smere osi x st
prislusna zlozka tiazovej sily G, = G'sin f a trecia sila F,. Vztah pre treciu silu F; odvodime
rovnako ako v bode 1., pomocou pohybovych rovnic a obrazka uvolnenia (obr. 1.7).

ma=G+Fy+F (a)
x: ma,=Gsinf-F (b)
y: 0=Fy-Gcos 3 (c)

Doplnkové rovnice:
G=mg
Fy=Gcos f=mgcos
Fy=f Fy=fmgcos B

Obr. 1.7

Okamzitu rychlost’ v bode B vypocitame pomocou vety o zmene kinetickej energie vyjadrenej
v skaldrnom tvare

AEk:AP

I
E —Epy = [(Gsin - F,)dx
0
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lmv% —%mvﬁ = (Gsinp—F,)l

2

I - 1 5 :
EmvB—Eva=(mgsm,3—ﬁngcosﬂ)l /:m
22

T =g(sin - feos p)I

v =+2gl(sin f— fcos B)+v2

Poznamka: RieSenie pomocou vety o zmene kinetickej energie je alternativou k rieSeniu

: L, : vdv L Y U 0o 12
pomocou rozsirenej definicie zrychlenia a = i Je vhodné ju pouzit’ v pripade, ak hl'adame,
x

resp. pozname drahu hmotného bodu v danom rieSenom intervale.
4. Veta o zmene hybnosti

Zmena hybnosti hmotného bodu v casovom intervale typ je dana impulzom pracovnych sil
posobiacich na hmotny bod v tom istom ¢asovom intervale.

Vztahy pre vypocet velkosti pracovnych sil odvodime zobrazku uvolnenia
(obr. 1.7), resp. pomocou pohybovej rovnice hmotného bodu. Cas 245, za ktory sa hmotny bod
presunie z bodu 4 do bodu B vypocitame z vety o zmene hybnosti.

AH =1F
L 4B
Hpy—H, = [(Gsinp—F,)dt
0

mvB—va:(mgsinﬂ—fmgcos ﬂ)tAB /:m
vg —v = glsin f— fcos B)14p

Vp V4

B ofsin i~ £ cos )

Poznamka: RieSenie pomocou vety o zmene hybnosti je alternativou k rieSeniu pomocou
: C : dv L R .
zakladnej definicie zrychlenia a = a Tento postup rieSenia je vhodné pouzit’ v pripade, ak

t

pozname alebo hl'addme ¢as pohybu v rieSenom intervale.

PRIKLAD 1.2: Automobil ide dole kopcom s uhlom sklonu a (obr. 1.8a). V &ase ty = 0 s
zacne brzdit, pricom brzdny odpor sa rovna jednej desatine tiaZe auta. Urcte brzdnu dréhu
a Cas, za ktory automobil v danych podmienkach zastavi.

Dané hodnoty: G, F, = %G, to =0, v, =konst, a

10
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Hrladané hodnoty: 7, s,

b)

Obr. 1.8

RIESENIE: Automobil kona priamogiary posuvny pohyb, pocas ktorého nemé priestorové
rozlozenie sil vplyv na brzdnu drahu. Automobil budeme preto povazovat’ za hmotny bod. Pri
vol'be suradnicovej sustavy volime os x v smere a zmysle pohybu (obr. 1.8b). Jej zaciatok 0
zvolime v mieste, v ktorom automobil za¢ne brzdit’. Sily posobiace v smere pohybu (pracovné
sily) pozname. Ulohu budeme riesit’ pomocou zakladnych viet dynamiky.

e Brzdnu drahu vypoclitame z vety o zmene kinetickej energie vyjadrenej v skalarnom tvare

AEk:AP

Sy

Ey, —Ep = [(- Fy +Gsina)dx

0
—%mv& = (- Fy +Gsina)s,
—lgvgz(—iG+Gsinasz
2g 10
2
s, = X0

e Cas potrebny na ubrzdenie auta vypoéitame z vety o zmene hybnosti.

AH =1°
t

H_—H, = [(~ Fy + Gsina) dt
0

—mv0=(—F0+G Sina)tz

—my,
t, = 0

z

—LG+Gsina
10

;= va
7 G(01-sina)

11
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PRIKLAD 1.3: Hmotny bod hmotnosti m je vymriteny pruzinou volnej dizky Iy z miesta 4
(obr. 1.9). Na zaciatku pohybu bol hmotny bod v pokoji (v4 = 0). Na tuseku 4B sa bod
pohybuje po drsnej vodorovnej podlozke. V mieste B sa hmotny bod odputa od pruziny a
pohybuje sa po dokonale hladkej valcovej ploche. V bode C vyleti smerom hore. Urcte, do
akej vySky /4 hmotny bod vyleti, ak odpor vzduchu zanedbame. Stlacenie (maximalna
deformacia) pruziny v bode 4 je x.

Dané: m, vy =0, x, fi5, f5c=0,g,r.
Hl'adané: A

RIESENIE: Pohyb hmotného bodu zbodu 4do bodu D je ovplyviiovany rdznymi
podmienkami. Rozdelime ho preto na tseky, v ramci ktorych sa hmotny bod pohybuje za
rovnakych podmienok. Existuje viacero moznosti rieSenia danej ulohy.

+~. D

N \

rooe

ly i I

&S
_ L) -

_—V<—> L\ 7 2 C

“ ¢ )/
; % T 4-’](/ S /ch=0
A| JaB B
X
Obr. 1.9

RIESENIE ,,A%: Pohyb hmotného bodu rozdelime na tseky 4-B, B-C a C-D. Na kazdom
useku rieSime ulohu pomocou pohybovych rovnic.

Usek 4 -B

Hmotny bod sa pohybuje po vodorovnej drsnej podlozke so zaciatocnou rychlostou vy = 0.
Na tuseku 4B konaji pracu sila trecia F; asila v pruzine F),. Velkost' trecej sily ur¢ime
pomocou normalovej reakcie, ktora vyplyva z priemetu vektorovej pohybovej rovnice do osi y
zvolenej stradnicovej sustavy (obr. 1.10). Vektorovy zapis pohybovej rovnice ma tvar:

ma =G +Fy+F, + (@ x: ma=-F+F)p

P
(b)
y: 0= FN -G (C)
Doplnkové rovnice:
z(c) = Fy=G=mg (d)
Pre vel’kost trecej sily plati
Fi=fap Fy
Potom
F=fpG=f;mg, t]. F,-jekonStanta (e)

Pre vel’kost’ sily v pruzine plati
F,=kx (f)

12
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y
I /] 4
- >
YV
VG
Obr. 1.10
Po dosadeni do (b) a Giprave
ma=—fpmg+kx
k  vdv
a=—fyp §+—x=——"
m dx
X kx VB
—ngBIdx+—jxdx: Ivdv
0 mo v, =0
2 2
x° Vg
—~ X+——=-2
g fap m2

Vg :\/ﬁxz —2gxfyp
m

Usek B-C

Je potrebné urcit’ rychlost’ v na konci tseku BC. Hmotny bod sa na tomto useku pohybuje po
dokonale hladkej valcovej podlozke. Zavedieme prirodzeni suradnicovu sustavu tvorenu
tangentou ¢ anormalou n (kladnd orienticia tangenty je v zmysle pohybu, normala je
—obr. 1.11).

orientovana do stredu krivosti trajektorie

Obr. 1.11

Pracovnou silou je len zlozka tiazovej sily pdsobiaca v smere pohybu, v tomto pripade
v smere tangenty —Gsing. Drahova stradnica sje vyjadrenim dizky obluka, ktora prejde
hmotny bod na tseku BC. Pre pohyb po kruznici je mozné pouzit’ vztah:

S=ro
Derivaciou dostaneme
ds=d(rg)
ds=rdg

13
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Vektorova pohybova rovnica a jej priemety do smeru osi ¢ a n

ma =G +Fy (g)t: ma,=—Gsing
(hn: ma,=Fy—-Gcosep (1)

Dosadime (d) do (h) a upravime
ma, =—mgsing

a,=—gsnp=—-

22 :
7— > = g’”[_COS(P]O
2 2

Vc VB

-2 =9y |0-1
2 gr[o-1]

v% _Vlzg =-2gr

Ve =w/V32 —2gr \/%x2 —-2gxf, p—2gr

Usek C-D

Na useku CD sa hmotny bod pohybuje zvislo nahor (obr. 1.12). Ak zanedbame odpor
prostredia, pohybova rovnica bude mat’ tvar

ma=G G)
x: - k)
y: ma=-G 0]

Dosadime (d) do (1) a upravime

ma=—mg
_vdv
Cdy
h vp=0
—gJ‘dy: jvdv
0

2 X
koo _
, 2o N T28xap=2er TG

2g 2g

a=-g

Obr. 1.12
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RIESENIE ,,B“: Pohyb rozdelime do troch usekov. Ulohu rie§ime pomocou Vety o zmene
kinetickej energie. Na iseku A- B je potrebné zohl'adnit’ Smykové trenie. Vzt'ah pre vypocet
vel’kosti trecej sily odvodime pomocou pohybovych rovnic (pozri rieSenie ,,A““- rovnica (¢)).

Usek A -B
Hmotny bod uvolnime — obr. 1.10. Dosadime do Vety o zmene kinetickej energie:

AE, = 4"

X
B — By = [(F, + F,)dx
0

Eyg—Epy=(-F)[dx+[F,dx
0 0

X X
Ep—Epq = (—fapm@)[dx+ [kx dx
0 0

1 2 1 X 2
—mvp  ——mv, =— mex+k— [ =
> B > A Sapmg > b
k -2
vyl v 2=k 2 T2 apmex
m m
_\/ 2k 2 .
vp=.v, +—x"=2f,pgx;
m
ak v, =0, potom Vg =.—x"=2gxfp
m

Usek B-C
Hmotny bod uvolnime — obr. 1.11 a dosadime do Vety o zmene kinetickej energie
AEk = AP

S
Eyc—Epg = [ (-Gsinp)ds
0

4
Eyc ~ Egp = [(-Gsing)rdg
0

@
lmvé _lmV§ = I(—Gsimp) rde
2 2 0

T
1 , 1 5 Z
—mvC——mvB:—mng‘sm(odgo
2 2 :
1 1 >
Emvé—amvf;:—mgr[—cosw]oz

lmv% —%mvlzg =mgr [0—1]

2

1 5 1 2 2
—MVs—— MV =—mgr f.—
e Ty MY =TS m

15
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vé —v%; =-2gr

5 k
Ve =4/vp~ —2g8r :\/sz —-2gxf p—2gr

Usek C-D

Na useku CD sa hmotny bod pohybuje zvislo nahor (obr. 1.12). Ak zanedbame odpor
prostredia, pre urCenie vySky / je mozné pouzit Zdkon zachovania mechanickej energie,
Zaroven je vSak mozné pouzit’ i Vetu o zmene kinetickej energie:

AEk:AP

h
Ewp—Eyc = [(=G)dy
0

h
1
0—5"”% = [(-mg)dy

0
—lmvé:—mgh /_(_2)
2 m
vC2:2gh
2
h=YC
2g

Dosadenim vzt'ahov odvodenych pre vypocet rychlosti vz a v¢ dostaneme vzt'ah pre vypocet
vysky h

k 2
—x"=2gxfyp—2gr
h =1

2g

PRIKLAD 1.4: Do akej vysky & vyleti guld¢ka hmotnosti m, ak je vymrstena smerom hore
z pokoja (zatiatotna rychlostv, =0) pomocou pruziny volnej dizky I, atuhosti k
Maximélne prediZenie (stlatenie) pruziny je x (obr. 1.13a). Odpor vzduchu zanedbaijte.

Dané: m, x, lp, v, =0.

Hradané: & ~§ ’T\x

B §* T‘jB
SAA—PK

Dy =0
N | y

VG
G
a) b)

Obr. 1.13
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RIESENIE ,,A“: V pripade riesenia danej Gilohy pomocou pohybovych rovnic rozdelime
pohyb hmotného bodu do dvoch usekov: usek 4B, kde na hmotny bod okrem jeho vlastnej
tiaZze G posobi tieZ sila v pruzine F), a isek BC, na ktorom je pohyb gul'6¢ky ovplyvneny len
tiazou G. Odpor vzduchu zanedbame. Uvolnime hmotny bod. Suradnicovi ststavu zvolime
pootocentl vzhl'adom na pohyb gul'6¢ky a smer predlzovania (skracovania) pruziny, ktory je
v zadani oznaceny x.

Usek 4 - B

Vektorova pohybova rovnica hmotného bodu ma tvar:

mEABZFp‘F@ (a)
7 0=0 (b)
X: maup=F,-G (c)

Doplnkové rovnice:
Fy=kx; G=mg
Upravou vlastnej pohybovej rovnice (c) odvodime rovnicu zrychlenia a,; .

1
ma,g=kx-mg /- —
m

Pozname celkova drdhu x hmotného bodu na danom useku a rychlost’ v bode 4. Hl'adame
rychlost’ v mieste B. Potom

vdv _k
aAB:E:;x-g /-dx

Separaciou premennych a integraciou uréime vel'kost’ vs.

X k _VB
j(;x— g)dx= Jvdv

0 Yo

kx X Vp
—_[x dx- gjdxz jvdv
o 0 v

{F - [1]

0 VA
k 1
—(*-0)-g(x—0)==(vg —})
2m 2

k
—x2—2gx=vé—vi =
m

k
v = =x° -2gx
m

17
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Usek B - C (obr. 1.14)

y:
X.

mC_lBC:G (d)
0=0 (e)
magc= -G (O

Doplnkova rovnica: G=mg

= AX
S
C3 V. =0
- <
(D v 17
(N /2
vG
Obr. 1.14

Upravou rovnice (f) odvodime rovnicu zrychlenia agc .

magc =—-mg /-l
m
aBC=&=-g /. dx
dx

vdv=(-g)dx
0 hy
Ivdv= I(-g)dx
Vg 0

2T el

2 AR

VB

~gM=0)=(0-13)

V2 V2
ghIZTB — hIZ—B

Po dosadeni za vp

RIESENIE ,,B“: Ak neuvazujeme odpor vzduchu, resp. nie je nutné zohladnit’ pri vypoéte
vplyv pasivnych odporov, moéZeme tlohu riesit’ pomocou Zdkona o zachovani mechanickej
energie. Pri tomto postupe rieSenia porovnavame celkovi mechanicka energiu hmotného
bodu vjeho dvoch réznych (vyskovych) polohdch. Pohyb skiimaného hmotného bodu

kxz —2gx

18
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modzeme znovu rozdelit na Useky a postupne porovnat’ mechanickil energiu v krajnych
polohédch 4B a BC. V tomto pripade je mozné rieSenie urychlit’ porovnanim mechanickej
energie hmotného bodu v jeho krajnych polohach 4 a C.

Ak zvolime v mieste B nulova hladinu pre potencidlnu energiu (obr. 1.15), potom pre krajné
polohy 4 a C plati:

EkA:%mvi:O; vy=0

1. >
EpA=—mgx+Ekx ;

1 . . : :
kde E,= 5 kx? je potencialna energia pruziny.

1
EkCZEmvé:O; VC:O

EpC:mghl

i
Obr. 1.15

Dosadime do vzt'ahu vyjadrujuceho Zakon o zachovani mechanickej energie:

EkA +EpA=EkC +EPC

O—mgx+%kx220+mgh1 /-
—2gx+£x2 =2gh
m

ExZ—ng
hl = il 2g

Gul'6c¢ka vyleti do vysky:
h = hl + lO

[ Pozndmka: Ulohu je mozné riesit aj pomocou Vety o zmene kinetickej energie.
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PRIKLAD 1.5: Hmotny bod o hmotnosti m je vrhnuty s poéiatoénou rychlostou Vo pod

uhlom §. Urc¢te drahu pohybu hmotného bodu (obr. 1.16), ak nan posobi len sila jeho tiaze.
Urcte tiez ¢as a miesto dopadu hmotného bodu na vodorovnu rovinu.

Dané: m, vy, 8

Hl'adané: vg, t4p

\ h
N}V G
) |

N T ~

Obr. 1.16

RIESENIE: Ulohu rie§ime pomocou pohybovych rovnic. Zakladna pohybova rovnica ma
tvar

ma=G

Ak zvolime stradnicovi sistavu 0(x, y, z) tak, aby os z bola kolma na rovinu vektorov G a
Vo (obr. 1.16), potom v smere osi z bude splnena podmienka

ZF_;'Z :0; Yoz =0
i

Pohyb je potom rovinny adrdha bodu lezi v rovine xy. S vyhodou zvolime os y v smere
posobenia tiazovej sily G . Vyjadrime zloZky pohybovej rovnice v skaldrnom tvare v smere
suradnicovych osi zvolenej siradnicovej sustavy 0(x,)):

X: ma, =0 (1)

y: ma, =—-G (2)

Doplnkova rovnica: G = mg

Z vlastnych pohybovych rovnic (1) a (2) odvodime parametrické rovnice drahy.

z(1): ma,=0 i—j:vocosﬁ
X t
a,=0 = v, =konst. fdx =—Vy coséj'dt
0 0
Vv, =V, 080 (3)  |Xx=Vytcosd
(4)
z(2): ma,=-mg /-l
m
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a,=-g
Vy t d
_[dvy:—g_[dt d—y:vosiné'—gt
t
Voy 0
y t
Vv, = Vo, =8t fdy =I(v0sin5—gt)dt
0 0
Vy = V()y - gt
5 ;2
Vv, =Vysind—gt (5) y:votsiné—gT
(6)
Rovnice (4) a (6) su parametrickeé rovnice drdahy hmotného bodu. Vyluc¢enim ¢asu ¢ z rovnic

2
(4) a (6) a dosadenim vzt'ahu 4 :;—0 (tzv. rychlostna vyska) dostaneme rovnicu drahy, po

ktorej sa hmotny bod pohybuje.
1 . 2
4hcos” &

Hmotny bod sa pohybuje po parabole so zvislou osou.

y=x1go- (7)

Pri urceni ¢asu dopadu vychadzame z predpokladu, ze v okamihu dopadu HB na podlozku
plati:
xp=1l; yp=0 a <as t=tp.

Dosadime do (6)

2
O:VOIDsiné—%

2V0 Sin5=g-tD
_ 2V0 Sm5

Ip=—"—— (8)
g

Miesto dopadu uréime dosadenim (8) do parametrickej rovnice (4)
xD :l:VOtD0055

2y sino

xp=l=y, 080

xp =1 =020 9)

kde xp je vzdialenost’ dopadu hmotného bodu od pociatocnej polohy merana v smere osi x
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